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树上搜索
树上搜索与搜索序及其应用

符水波

宁波市镇海中学
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简单树上搜索

树上主要应用深搜。
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Problem (DFS 遍历树)
给你一棵有根树，输出每个点的深度，子树大小，以及父亲。

要求时间复杂度 𝑂(𝑛)。
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树的直径

树的直径：树上最长的路径。（通常，我们只考虑边权非负情
况下的直径。）
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Problem (树的直径)
给出一棵树，求出树上最远的点对的距离。

要求时间复杂度 𝑂(𝑛)。

Solution (树的直径)
先随便钦定一个点，dfs 出最远的点。
在找出那个点上再找一次最远的点。
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我们可以看一个直径性质证明的示例。

Problem (示例)
试证明如果树有多条直径，则必定交于一点。

Proof (示例)
由树的连通性，设有两条不交于一点的长为 𝑑 的直径 𝑠1, … , 𝑢, … , 𝑡1 与

𝑠2, … , 𝑣, … , 𝑡2 通过长为 𝑙 的 𝑢, … , 𝑣 的路径相连。
设 𝑠1 到 𝑢 路径长为 𝑙1,1，𝑡1 到 𝑢 路径长为 𝑙1,2；𝑠2 到 𝑣 路径长为 𝑙2,1，

𝑡2 到 𝑣 路径长为 𝑙2,2。

则存在一条长为 max(𝑙1,1, 𝑙1,2) + 𝑙 + max(𝑙2,1, 𝑙2,2) ⩾ 𝑑
2 + 𝑙 + 𝑑

2 > 𝑑
的路径。

显然假设不成立。
由此可知，树的多条直径必交于其中点。
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Proof (树的直径)
同理可证第一次 dfs 后得到的点一定为其中一条直径的一个端点。

显然第二次 dfs 便可得到直径。
证毕。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 10 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

Proof (树的直径)
同理可证第一次 dfs 后得到的点一定为其中一条直径的一个端点。
显然第二次 dfs 便可得到直径。
证毕。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 10 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树的直径例题

1 简单树上搜索
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树的直径例题

利用直径性质化树为链
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树的直径例题

Problem (CF734E Anton and Tree)
给一棵 𝑛(𝑛 ⩽ 200000) 个结点的树，每个点为黑色或白色，一次操作可

以使相同颜色的连通块变成另一种颜色，求使整棵树变成一种颜色的最少操作数。

Solution (CF734E Anton and Tree)
并查集缩同色点
跑一遍直径就好了
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以使相同颜色的连通块变成另一种颜色，求使整棵树变成一种颜色的最少操作数。

Solution (CF734E Anton and Tree)
并查集缩同色点
跑一遍直径就好了
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树的直径例题

Solution (CF734E Anton and Tree)
具体而言，初始时的同色连通块，后续操作时肯定是一起改颜色的，因

此可以缩成一个点处理。

缩完点了以后，我们观察到，相邻结点颜色黑白交错。

设直径长度为 𝑙。显然至少 ⌈𝑙 − 1
2 ⌉ 次操作，否则无法使直径达到同一

种颜色。

我们考虑构造一种方案，使得能在 ⌈𝑙 − 1
2 ⌉ 的次数内完成。

我们每次找到直径的中点并改变颜色。（如果 𝑙 为偶数则任取一个。）
那么只要直径长度大于 2，即选的中点不是直径的一个端点，重新缩点

了以后直径长度减少了 2。
数学归纳法即可。
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树的直径例题

Problem (CF911F Tree Destruction)
给你一棵树，每次挑选这棵树的两个叶子，把答案加上他们之间的距离，

然后将其中一个点去掉，问你距离之和最大可以是多少。要求输出方案。

Solution (CF911F Tree Destruction)
我们可以发现，每个点被删掉的那次操作最大贡献为那个点到离那个点

最远的点。
显然对于除了一条直径上的点以外都可以做到。
删掉那些点后最后删一条直径即可。
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我们可以发现，每个点被删掉的那次操作最大贡献为那个点到离那个点

最远的点。

显然对于除了一条直径上的点以外都可以做到。
删掉那些点后最后删一条直径即可。
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我们可以发现，每个点被删掉的那次操作最大贡献为那个点到离那个点

最远的点。
显然对于除了一条直径上的点以外都可以做到。

删掉那些点后最后删一条直径即可。
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树的直径例题

Problem (CF1000E We Need More Bosses)
给一张无向图，要求找一对 𝑆 和 𝑇，使得其路径上的割边是最多的，

输出其数量。

Solution (CF1000E We Need More Bosses)
将边双缩点后求树的直径端点即可。
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树的直径例题

Problem (CF1073F Choosing Two Paths)
有一棵树，从中选取 2 条链，其中任何一条链的端点不能被另一条链包

含，求这两条链，使这两条链的公共的点的部分最长，若有相同解，使得总长
度最长。

Solution (CF1073F Choosing Two Paths)
我们找到树中有两个或更多儿子的结点。显然只有这些结点才能为公共

部分点的端点。以这些点为新的叶子结点，树的直径即可。
关于总长度最长，可以在最长路的基础上优先选择从端点向外两条最长

链之和最长的一个即可。
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我们找到树中有两个或更多儿子的结点。显然只有这些结点才能为公共

部分点的端点。以这些点为新的叶子结点，树的直径即可。

关于总长度最长，可以在最长路的基础上优先选择从端点向外两条最长
链之和最长的一个即可。
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利用直径性质化树为链

1 简单树上搜索

2 树的直径

树的直径例题

利用直径性质化树为链

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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利用直径性质化树为链

利用各类性质将树上问题转化为链上问题，是解决一些棘手问
题的一种方法。

其中一类便为通过直径的性质将树的问题转化至直径上。
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利用直径性质化树为链

我们先讲一道链上面的题。

Problem ([IOI2016] shorcut)
在一个 𝑛 个点的链上，每个点下挂了一条长度为 𝑑𝑖 的边。
现在可以添加一条边连接两个链上的点，这条边长度为 𝑐。
现在要使得图中的直径最小。
𝑛 ⩽ 1000000。
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现在可以添加一条边连接两个链上的点，这条边长度为 𝑐。
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利用直径性质化树为链

我们先讲一道链上面的题。

Problem ([IOI2016] shorcut)
在一个 𝑛 个点的链上，每个点下挂了一条长度为 𝑑𝑖 的边。
现在可以添加一条边连接两个链上的点，这条边长度为 𝑐。
现在要使得图中的直径最小。
𝑛 ⩽ 1000000。
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利用直径性质化树为链

Solution ([IOI2016] shorcut)
首先求出链上点到第一个点的距离 𝐿𝑖。

对于两个点 𝑖, 𝑗(𝑖 < 𝑗) 初始的最短路是 𝐿𝑗 − 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 + 𝑑𝑗。
如果加入了 𝑎, 𝑏(𝑎 < 𝑏) 这条边，那么经过这条边的最短路是

|𝐿𝑖 − 𝐿𝑎| + |𝐿𝑗 − 𝐿𝑏| + 𝑑𝑖 + 𝑑𝑗 + 𝑐。
考虑二分答案为 𝑀，那么对于满足 𝐿𝑗 − 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 + 𝑑𝑗 > 𝑀 时都应有

|𝐿𝑖 − 𝐿𝑎| + |𝐿𝑗 − 𝐿𝑏| + 𝑑𝑖 + 𝑑𝑗 + 𝑐 ⩽ 𝑀。
由于是绝对值不超过一个数，所以可以将所有的却对子拆开的情况分别求最小

值再求交。
考虑枚举 𝑗 那么 𝑖 的范围一定是将 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 排序后连续的一段中已经出现的，

所以显然可以线段树优化。但由于 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 和 𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 都不是有序的所以似乎不能
双指针。
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Solution ([IOI2016] shorcut)
考虑枚举 𝑗 那么 𝑖 的范围一定是将 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 排序后连续的一段中已经

出现的，所以显然可以线段树优化。但由于 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 和 𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 都不是有序
的所以似乎不能双指针。

实际上，如果两个点 𝑖 < 𝑗 满足 𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 > 𝐿𝑗 − 𝑑𝑗，那么由
𝐿𝑖 < 𝐿𝑗 得出 −𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 > 𝐿𝑗 − 𝑑𝑗，从而对于 𝑗 之后的，𝑗 作为左边更
优。

于是都只需要左边的区间最值和右边的前缀最值的位置进行转移，就可
以双指针了。

而后面给定 𝐿𝑎 − 𝐿𝑏 和 𝐿𝑎 + 𝐿𝑏 范围也是容易双指针的。
这样就做到了 𝑂(𝑛) 判断，总时间复杂度为 𝑂(𝑛 log 𝑎𝑛𝑠)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 21 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

利用直径性质化树为链

Solution ([IOI2016] shorcut)
考虑枚举 𝑗 那么 𝑖 的范围一定是将 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 排序后连续的一段中已经

出现的，所以显然可以线段树优化。但由于 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 和 𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 都不是有序
的所以似乎不能双指针。

实际上，如果两个点 𝑖 < 𝑗 满足 𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 > 𝐿𝑗 − 𝑑𝑗，那么由
𝐿𝑖 < 𝐿𝑗 得出 −𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 > 𝐿𝑗 − 𝑑𝑗，从而对于 𝑗 之后的，𝑗 作为左边更
优。

于是都只需要左边的区间最值和右边的前缀最值的位置进行转移，就可
以双指针了。

而后面给定 𝐿𝑎 − 𝐿𝑏 和 𝐿𝑎 + 𝐿𝑏 范围也是容易双指针的。

这样就做到了 𝑂(𝑛) 判断，总时间复杂度为 𝑂(𝑛 log 𝑎𝑛𝑠)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 21 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

利用直径性质化树为链

Solution ([IOI2016] shorcut)
考虑枚举 𝑗 那么 𝑖 的范围一定是将 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 排序后连续的一段中已经

出现的，所以显然可以线段树优化。但由于 𝐿𝑖 + 𝑑𝑖 和 𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 都不是有序
的所以似乎不能双指针。

实际上，如果两个点 𝑖 < 𝑗 满足 𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 > 𝐿𝑗 − 𝑑𝑗，那么由
𝐿𝑖 < 𝐿𝑗 得出 −𝐿𝑖 − 𝑑𝑖 > 𝐿𝑗 − 𝑑𝑗，从而对于 𝑗 之后的，𝑗 作为左边更
优。

于是都只需要左边的区间最值和右边的前缀最值的位置进行转移，就可
以双指针了。

而后面给定 𝐿𝑎 − 𝐿𝑏 和 𝐿𝑎 + 𝐿𝑏 范围也是容易双指针的。
这样就做到了 𝑂(𝑛) 判断，总时间复杂度为 𝑂(𝑛 log 𝑎𝑛𝑠)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 21 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

利用直径性质化树为链

现在，我们把上一题改到树上。

Problem ([CTSC2017] 网络)
有一个 𝑛 个点的树（每条边长 𝑙𝑖），现在可以添加一条长度为 𝐿 边连接两

个点，要使得图的直径最小。

数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 100000。

Solution ([CTSC2017] 网络)
可以证明一定是在直径上增加边。
于是对直径上每个点求出向下的深度，就变为了上一题。
时间复杂度 𝑂(𝑛 log 𝑎𝑛𝑠)。
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于是对直径上每个点求出向下的深度，就变为了上一题。
时间复杂度 𝑂(𝑛 log 𝑎𝑛𝑠)。
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利用直径性质化树为链
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个点，要使得图的直径最小。
数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 100000。

Solution ([CTSC2017] 网络)
可以证明一定是在直径上增加边。
于是对直径上每个点求出向下的深度，就变为了上一题。
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利用直径性质化树为链

Proof ([CTSC2017] 网络)
我们设增加的边为 (𝑢, 𝑣, 𝐿)，直径端点为 𝑆 和 𝑇，结点 𝑋 在直径上

最近的一个点为 𝑓𝑋，dist(𝑢, 𝑣) 为 𝑢 和 𝑣 在原树上的距离。
不妨设 dist(𝑓𝑢, 𝑆) ⩽ dist(𝑓𝑣, 𝑆)。

要使这种添法有贡献，则
dist(𝑢, 𝑓𝑢) + dist(𝑣, 𝑓𝑣) + 𝐿 < dist(𝑓𝑢, 𝑓𝑣)。

我们考虑另一种方案（下称 “方案二”）：在 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 上增加长度为 𝐿
的边。
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利用直径性质化树为链

Proof ([CTSC2017] 网络)
我们设增加的边为 (𝑢, 𝑣, 𝐿)，直径端点为 𝑆 和 𝑇，结点 𝑋 在直径上

最近的一个点为 𝑓𝑋，dist(𝑢, 𝑣) 为 𝑢 和 𝑣 在原树上的距离。
不妨设 dist(𝑓𝑢, 𝑆) ⩽ dist(𝑓𝑣, 𝑆)。
要使这种添法有贡献，则

dist(𝑢, 𝑓𝑢) + dist(𝑣, 𝑓𝑣) + 𝐿 < dist(𝑓𝑢, 𝑓𝑣)。

我们考虑另一种方案（下称 “方案二”）：在 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 上增加长度为 𝐿
的边。
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利用直径性质化树为链

Proof ([CTSC2017] 网络)
我们设增加的边为 (𝑢, 𝑣, 𝐿)，直径端点为 𝑆 和 𝑇，结点 𝑋 在直径上

最近的一个点为 𝑓𝑋，dist(𝑢, 𝑣) 为 𝑢 和 𝑣 在原树上的距离。
不妨设 dist(𝑓𝑢, 𝑆) ⩽ dist(𝑓𝑣, 𝑆)。
要使这种添法有贡献，则

dist(𝑢, 𝑓𝑢) + dist(𝑣, 𝑓𝑣) + 𝐿 < dist(𝑓𝑢, 𝑓𝑣)。
我们考虑另一种方案（下称 “方案二”）：在 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 上增加长度为 𝐿

的边。
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利用直径性质化树为链

Proof ([CTSC2017] 网络)
我们考虑另一种方案（下称 “方案二”）：在 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 上增加长度为 𝐿

的边。
在方案二中，
若直径经过 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 两者，即为 𝑆 到 𝑇，则方案二直径为
dist(𝑠, 𝑓𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑡)，而当前方案直径不低于
dist(𝑠, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑣) + dist(𝑓𝑣, 𝑡)，因此
方案二在此情况下不劣于当前方案。

若直径既不经过 𝑓𝑢，也不经过 𝑓𝑣。由于原先直径为 𝑆 到 𝑇，可以发
现直径端点的一端如果改成 𝑆 或 𝑇 可以得到一条更长的路径，因此该
种情况不存在。
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Proof ([CTSC2017] 网络)
我们考虑另一种方案（下称 “方案二”）：在 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 上增加长度为 𝐿

的边。
在方案二中，
若直径经过 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 两者，即为 𝑆 到 𝑇，则方案二直径为
dist(𝑠, 𝑓𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑡)，而当前方案直径不低于
dist(𝑠, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑣) + dist(𝑓𝑣, 𝑡)，因此
方案二在此情况下不劣于当前方案。
若直径既不经过 𝑓𝑢，也不经过 𝑓𝑣。由于原先直径为 𝑆 到 𝑇，可以发
现直径端点的一端如果改成 𝑆 或 𝑇 可以得到一条更长的路径，因此该
种情况不存在。
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利用直径性质化树为链

Proof ([CTSC2017] 网络)
在方案二中，
若直径经过 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 两者……
若直径既不经过 𝑓𝑢，也不经过 𝑓𝑣……
若直径经过 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 其中一者，不妨设经过 𝑓𝑢 但不经过 𝑓𝑣，设为 𝑆
到 𝑋。与上一种情况不存在的证明同理可知 𝑓𝑋 在 𝑆 到 𝑇 的路径中一定
在 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 之间。则方案二直径为
min(dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑋), dist(𝑆, 𝑓𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑋))。
因为 dist(𝑓𝑢, 𝑓𝑣) > dist(𝑢, 𝑓𝑢) + 𝐿 + dist(𝑣, 𝑓𝑣) > dist(𝑢, 𝑓𝑢)，
所以 dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑓𝑣) + dist(𝑓𝑣, 𝑣) + 𝐿 + dist(𝑢, 𝑋) >
dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑢) + dist(𝑢, 𝑋) ⩾ dist(𝑆, 𝑋)。从而当前方
案直径不低于 min(dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑋), dist(𝑆, 𝑓𝑢) +
dist(𝑓𝑢, 𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑣) + dist(𝑣, 𝑓𝑣) + dist(𝑓𝑣, 𝑋))。方案二
在此情况下不劣于当前方案。

综上所述，在所有方案中，只有在直径上增加边才能产生贡献。
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利用直径性质化树为链

Proof ([CTSC2017] 网络)
在方案二中，
若直径经过 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 两者……
若直径既不经过 𝑓𝑢，也不经过 𝑓𝑣……
若直径经过 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 其中一者，不妨设经过 𝑓𝑢 但不经过 𝑓𝑣，设为 𝑆
到 𝑋。与上一种情况不存在的证明同理可知 𝑓𝑋 在 𝑆 到 𝑇 的路径中一定
在 𝑓𝑢 和 𝑓𝑣 之间。则方案二直径为
min(dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑋), dist(𝑆, 𝑓𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑋))。
因为 dist(𝑓𝑢, 𝑓𝑣) > dist(𝑢, 𝑓𝑢) + 𝐿 + dist(𝑣, 𝑓𝑣) > dist(𝑢, 𝑓𝑢)，
所以 dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑓𝑣) + dist(𝑓𝑣, 𝑣) + 𝐿 + dist(𝑢, 𝑋) >
dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑢) + dist(𝑢, 𝑋) ⩾ dist(𝑆, 𝑋)。从而当前方
案直径不低于 min(dist(𝑆, 𝑓𝑢) + dist(𝑓𝑢, 𝑋), dist(𝑆, 𝑓𝑢) +
dist(𝑓𝑢, 𝑢) + 𝐿 + dist(𝑓𝑣, 𝑣) + dist(𝑣, 𝑓𝑣) + dist(𝑓𝑣, 𝑋))。方案二
在此情况下不劣于当前方案。
综上所述，在所有方案中，只有在直径上增加边才能产生贡献。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

简单树形 dp 例题

树的重心

树上概率 dp

基础树形 dp 例题

树上倍增 dp

换根

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树形动规

在一棵树上设计状态的动规，由于通常是沿着树的边转移状态
（因此被称为 “树形动规”），基本上用树上搜索实现（有时为了减少
递归常数，使用 dfs 序或拓扑序实现）。
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简单树形 dp 例题

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

简单树形 dp 例题

树的重心

树上概率 dp

基础树形 dp 例题

树上倍增 dp

换根

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

简单树形 dp 例题

Problem (没有上司的舞会)
某大学有 𝑁 个职员，编号为 1 ∼ 𝑁。他们之间有从属关系，也就是说

他们的关系就像一棵以校长为根的树，父结点就是子结点的直接上司。现在有
个周年庆宴会，宴会每邀请来一个职员都会增加一定的快乐指数 𝑅𝑖，但是
呢，如果某个职员的上司来参加舞会了，那么这个职员就无论如何也不肯来参
加舞会了。所以，请你编程计算，邀请哪些职员可以使快乐指数最大，求最大
的快乐指数。

(𝑛 ⩽ 100000)，原题 6000 太小了。
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简单树形 dp 例题

Problem (没有上司的舞会)
某大学有 𝑁 个职员，编号为 1 ∼ 𝑁。他们之间有从属关系，也就是说

他们的关系就像一棵以校长为根的树，父结点就是子结点的直接上司。现在有
个周年庆宴会，宴会每邀请来一个职员都会增加一定的快乐指数 𝑅𝑖，但是
呢，如果某个职员的上司来参加舞会了，那么这个职员就无论如何也不肯来参
加舞会了。所以，请你编程计算，邀请哪些职员可以使快乐指数最大，求最大
的快乐指数。

(𝑛 ⩽ 100000)，原题 6000 太小了。
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简单树形 dp 例题

最大独立集

独立集：图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) 的独立集 𝑆 满足
(𝑆 ⊆ 𝑉 ) ∧ (∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆, (𝑢, 𝑣) ∉ 𝐸)。

最大独立集：一个图中顶点权值和最大的独立集。
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简单树形 dp 例题

最大独立集

独立集：图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) 的独立集 𝑆 满足
(𝑆 ⊆ 𝑉 ) ∧ (∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆, (𝑢, 𝑣) ∉ 𝐸)。
最大独立集：一个图中顶点权值和最大的独立集。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

简单树形 dp 例题

Solution (没有上司的舞会)
本题即求一棵树的最大独立集。
定义 𝑓[𝑢][0/1] 表示结点 𝑢 选不选

𝑓[𝑢][0] = ∑𝑣∈son(𝑢) max(𝑓[𝑣][0], 𝑓[𝑣][1])
𝑓[𝑢][1] = 𝑤[𝑢] + ∑𝑣∈son(𝑢) 𝑓[𝑣][0]
然后在 DFS 的同时 dp 下去
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简单树形 dp 例题

Problem (金明的预算方案∙加强版)
在 01 背包（𝑛 件物品，容量为 𝑚）的基础上，再加上一些限制条件：

选其中一些物品时，必须要选另外一个物品。（保证不会形成间接的自身依
赖。）

要求时间复杂度 𝑂(𝑛𝑚2)。
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简单树形 dp 例题

Solution (金明的预算方案∙加强版)
树形 DP 下去
做 01 背包
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简单树形 dp 例题

Solution (金明的预算方案∙加强版)
如果形成了间接的自身依赖（[HAOI2010] 软件安装），其实可以把每

一些相互依赖的物品用一个等价的物品替换（缩点），然后就转化成了这个问
题。

还有一种时间复杂度更优的方法，我们改每个结点的 dp 状态为使用在
它的回溯时完成回溯的（含本身）在体积 𝑖 的情况下能达到的最大价值。时间
复杂度 𝑂(𝑛𝑚)，在此不详细展开。
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如果形成了间接的自身依赖（[HAOI2010] 软件安装），其实可以把每

一些相互依赖的物品用一个等价的物品替换（缩点），然后就转化成了这个问
题。

还有一种时间复杂度更优的方法，我们改每个结点的 dp 状态为使用在
它的回溯时完成回溯的（含本身）在体积 𝑖 的情况下能达到的最大价值。时间
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树的重心

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

简单树形 dp 例题

树的重心

树上概率 dp

基础树形 dp 例题

树上倍增 dp

换根

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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树的重心

树的重心

树的重心：

树的重心，是使得删去这个点后形成的连通块大小的最大值最
小的点。

对于一个大小为 𝑛 的树与任意一个树中结点 𝑐，称 𝑐 是该树
的重心当且仅当在树中删去 𝑐 及与它关联的边后，分裂出的所
有子树的大小均不超过 ⌊𝑛

2 ⌋。
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树的重心，是使得删去这个点后形成的连通块大小的最大值最
小的点。

对于一个大小为 𝑛 的树与任意一个树中结点 𝑐，称 𝑐 是该树
的重心当且仅当在树中删去 𝑐 及与它关联的边后，分裂出的所
有子树的大小均不超过 ⌊𝑛

2 ⌋。
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树的重心

树的重心

树的重心：

性质：

1 一棵树最多有两个重心，如果有两个重心，它们必定有一条边
相连。

2 树中所有点到某个点的距离和中，到重心的距离和是最小的，
如果有两个重心，他们的距离和一样。

3 把两棵树通过一条边相连，新的树的重心在原来两棵树重心的
连线上。

4 一棵树添加或者删除一个结点，树的重心最多只移动一条边的
位置。
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树的重心

Problem (树的重心)
给定一个点，求树的重心。

Solution (树的重心)
按照子树大小均不超过 ⌊𝑛

2 ⌋，我们可以通过子树大小判断是否为重心。
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树的重心

Solution (树的重心)
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树的重心

Problem ([USACO10MAR] Great Cow Gathering)
给你一棵树，每个点有点权，边有边权，求一个点，使得其他所有点到

这个点的距离和最短，输出这个距离

Solution ([USACO10MAR] Great Cow Gathering)
求带权树的重心，类似 dp 即可。
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树的重心

Problem ([USACO10MAR] Great Cow Gathering)
给你一棵树，每个点有点权，边有边权，求一个点，使得其他所有点到

这个点的距离和最短，输出这个距离

Solution ([USACO10MAR] Great Cow Gathering)
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

简单树形 dp 例题

树的重心

树上概率 dp

基础树形 dp 例题

树上倍增 dp

换根

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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树上概率 dp

Problem (来源不明的题目 I)
给出一棵 𝑛 个点的树，从根结点出发，不断往周围的点走，每次走随机

选一个与之连通走。给定一个点集，走到点集中的任意一个点就停止。求期望
步数。

答案保留 2 位小数
(𝑛 ⩽ 6)
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树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 I)
我们可以按题意模拟，注意到如果走的步数多了，概率就会变小，在精

度范围内对答案基本没贡献。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Problem (来源不明的题目 II)
给出一棵 𝑛 个点的树，从根结点出发，不断往周围的点走，每次走随机

选一个与之连通走。给定一个点集，走到点集中的任意一个点就停止。求期望
步数。

答案对 1004535809 取模
(𝑛 ⩽ 300)
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 II)

对于点集外的点，有 𝐸(𝑢) = ∑𝑣∈𝑣(𝑢)
𝐸(𝑣) + 1
deg(𝑢) （其中 𝑣(𝑢) 表示

𝑢 的出边。

对于点集内的点，𝐸(𝑢) = 0。
高斯消元即可。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 II)

对于点集外的点，有 𝐸(𝑢) = ∑𝑣∈𝑣(𝑢)
𝐸(𝑣) + 1
deg(𝑢) （其中 𝑣(𝑢) 表示

𝑢 的出边。
对于点集内的点，𝐸(𝑢) = 0。

高斯消元即可。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 II)

对于点集外的点，有 𝐸(𝑢) = ∑𝑣∈𝑣(𝑢)
𝐸(𝑣) + 1
deg(𝑢) （其中 𝑣(𝑢) 表示

𝑢 的出边。
对于点集内的点，𝐸(𝑢) = 0。
高斯消元即可。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Problem (来源不明的题目 III)
给出一棵 𝑛 个点的树，从根结点出发，不断往周围的点走，每次走随机

选一个与之连通走。给定一个点集，走到点集中的任意一个点就停止。求期望
步数。

答案对 1004535809 取模
(𝑛 ⩽ 1000000)
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 III)
设 𝐸(𝑢) = 𝐴𝑢 × 𝐸(par(𝑢)) + 𝐵𝑢。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 III)

∵𝐸(𝑢) = 𝐸(par(𝑢))
deg(𝑢) +

∑𝑣∈son(𝑢) 𝐸(𝑣)
deg(𝑢) + 1

∴𝐸(𝑢) = 𝐸(par(𝑢))
deg(𝑢) +

∑𝑣∈son(𝑢)(𝐴𝑣 × 𝐸(𝑢) + 𝐵𝑣)
deg(𝑢) + 1

∴𝐸(𝑢) = 𝐸(par(𝑢))
deg(𝑢) +

∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣
deg 𝑢 𝐸(𝑢) +

∑𝑣∈son(𝑢) 𝐵𝑣
deg(𝑢) + 1

∴ deg(𝑢)𝐸(𝑢) = 𝐸(par(𝑢)) + ⎛⎜
⎝

∑
𝑣∈son(𝑢)

𝐴𝑣⎞⎟
⎠

𝐸(𝑢) + ∑
𝑣∈son(𝑢)

𝐵𝑣 + deg(𝑢)

∴ ⎛⎜
⎝

deg(𝑢) − ∑
𝑣∈son(𝑢)

𝐴𝑣⎞⎟
⎠

𝐸(𝑢) = 𝐸(par(𝑢)) + ∑
𝑣∈son(𝑢)

𝐵𝑣 + deg(𝑢)

∴
⎧{
⎨{⎩

𝐴𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = 1
𝐵𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = deg(𝑢) + ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐵𝑣
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 III)

⎧{
⎨{⎩

𝐴𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = 1
𝐵𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = deg(𝑢) + ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐵𝑣

进行树形 dp：

叶子结点 {𝐴𝑢 = 1
𝐵𝑢 = 1 。

点集中的结点 {𝐴𝑢 = 0
𝐵𝑢 = 0 。

其他结点的 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 可以通过解以上方程得到。
然后我们就可以通过 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 进行树形 dp 了。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 III)

⎧{
⎨{⎩

𝐴𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = 1
𝐵𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = deg(𝑢) + ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐵𝑣

进行树形 dp：

叶子结点 {𝐴𝑢 = 1
𝐵𝑢 = 1 。

点集中的结点 {𝐴𝑢 = 0
𝐵𝑢 = 0 。

其他结点的 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 可以通过解以上方程得到。
然后我们就可以通过 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 进行树形 dp 了。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 III)

⎧{
⎨{⎩

𝐴𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = 1
𝐵𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = deg(𝑢) + ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐵𝑣

进行树形 dp：

叶子结点 {𝐴𝑢 = 1
𝐵𝑢 = 1 。

点集中的结点 {𝐴𝑢 = 0
𝐵𝑢 = 0 。

其他结点的 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 可以通过解以上方程得到。
然后我们就可以通过 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 进行树形 dp 了。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 III)

⎧{
⎨{⎩

𝐴𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = 1
𝐵𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = deg(𝑢) + ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐵𝑣

进行树形 dp：

叶子结点 {𝐴𝑢 = 1
𝐵𝑢 = 1 。

点集中的结点 {𝐴𝑢 = 0
𝐵𝑢 = 0 。

其他结点的 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 可以通过解以上方程得到。

然后我们就可以通过 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 进行树形 dp 了。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution (来源不明的题目 III)

⎧{
⎨{⎩

𝐴𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = 1
𝐵𝑢 (deg(𝑢) − ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐴𝑣) = deg(𝑢) + ∑𝑣∈son(𝑢) 𝐵𝑣

进行树形 dp：

叶子结点 {𝐴𝑢 = 1
𝐵𝑢 = 1 。

点集中的结点 {𝐴𝑢 = 0
𝐵𝑢 = 0 。

其他结点的 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 可以通过解以上方程得到。
然后我们就可以通过 𝐴𝑢 和 𝐵𝑢 进行树形 dp 了。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Problem ([SHOI2014] 概率充电器)
有一个 𝑛 个结点的树 𝑇，每条边 𝑒 = (𝑢, 𝑣, 𝑝) 有 𝑝 的概率出现在子

图 𝑇 ′ 中。
在 𝑇 ′ 中，每个点有 𝑞𝑖% 的概率被标记。定义一个连通块被标记当且

仅当它其中存在被标记的结点。
问期望有多少个点在被标记的连通块中。

数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 500000。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Problem ([SHOI2014] 概率充电器)
有一个 𝑛 个结点的树 𝑇，每条边 𝑒 = (𝑢, 𝑣, 𝑝) 有 𝑝 的概率出现在子

图 𝑇 ′ 中。
在 𝑇 ′ 中，每个点有 𝑞𝑖% 的概率被标记。定义一个连通块被标记当且

仅当它其中存在被标记的结点。
问期望有多少个点在被标记的连通块中。
数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 500000。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 50 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution ([SHOI2014] 概率充电器)
由于期望是线性的，我们可以把每个结点的概率分开处理。设 𝑓(𝑢) 为 𝑢

结点是否在被标记的连通块中，𝑝(𝑢) 表示 𝑢 结点在被标记的连通块中的概率。
𝑝𝑢 表示 𝑢 到 par(𝑢) 的边的 𝑝。

𝐸 (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓(𝑢)) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(𝑓(𝑢)) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑝(𝑢)

因此我们只需要求出每个结点的 𝑝(𝑢) 即可。
考虑反选，设 𝑔(𝑢) 为 1 − 𝑝(𝑢)，但是因为事件不独立难以设计状态。
重新设计状态，令 ℎ(𝑢) 表示 𝑢 因它自己及它的子树中同一连通块的结点

未打上标记的概率，即忽略所有 𝑢 子树外的点后 𝑢 结点处在被标记的连通块的
概率。这样每个结点的儿子的子树的事件都相互独立，可以直接通过乘积来得到
两者同时发生的概率。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution ([SHOI2014] 概率充电器)
由于期望是线性的，我们可以把每个结点的概率分开处理。设 𝑓(𝑢) 为 𝑢

结点是否在被标记的连通块中，𝑝(𝑢) 表示 𝑢 结点在被标记的连通块中的概率。
𝑝𝑢 表示 𝑢 到 par(𝑢) 的边的 𝑝。

𝐸 (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓(𝑢)) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(𝑓(𝑢)) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑝(𝑢)

因此我们只需要求出每个结点的 𝑝(𝑢) 即可。
考虑反选，设 𝑔(𝑢) 为 1 − 𝑝(𝑢)，但是因为事件不独立难以设计状态。
重新设计状态，令 ℎ(𝑢) 表示 𝑢 因它自己及它的子树中同一连通块的结点

未打上标记的概率，即忽略所有 𝑢 子树外的点后 𝑢 结点处在被标记的连通块的
概率。这样每个结点的儿子的子树的事件都相互独立，可以直接通过乘积来得到
两者同时发生的概率。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution ([SHOI2014] 概率充电器)
由于期望是线性的，我们可以把每个结点的概率分开处理。设 𝑓(𝑢) 为 𝑢

结点是否在被标记的连通块中，𝑝(𝑢) 表示 𝑢 结点在被标记的连通块中的概率。
𝑝𝑢 表示 𝑢 到 par(𝑢) 的边的 𝑝。

𝐸 (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓(𝑢)) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐸(𝑓(𝑢)) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑝(𝑢)

因此我们只需要求出每个结点的 𝑝(𝑢) 即可。

考虑反选，设 𝑔(𝑢) 为 1 − 𝑝(𝑢)，但是因为事件不独立难以设计状态。
重新设计状态，令 ℎ(𝑢) 表示 𝑢 因它自己及它的子树中同一连通块的结点

未打上标记的概率，即忽略所有 𝑢 子树外的点后 𝑢 结点处在被标记的连通块的
概率。这样每个结点的儿子的子树的事件都相互独立，可以直接通过乘积来得到
两者同时发生的概率。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Solution ([SHOI2014] 概率充电器)
令 ℎ(𝑢) 表示 𝑢 因它自己及它的子树中同一连通块的结点未打上标记的概率，即忽略所

有 𝑢 子树外的点后 𝑢 结点处在被标记的连通块的概率。
注意到，如果它的儿子因自己或自己其他儿子的子树中结点打上标记而在一个被标记的连

通块中，那么 𝑢 即使忽略该儿子的子树，肯定也会在一个被标记的连通块中。

因此，我们可以写出 ℎ(𝑢) 的递推式。

ℎ(𝑢) = (1 − 𝑞𝑢%) ∏
𝑣∈son(𝑢)

(𝑝𝑣ℎ(𝑣) − 𝑝𝑣 + 1)

我们发现根的 𝑔 值就是 ℎ 值。

考虑父亲结点连通块被除自己子树以外结点打上标记的概率
𝑔(par(𝑢))

1 − 𝑝𝑢 + 𝑝𝑢ℎ(𝑢)。

那么 𝑔(𝑢) = ℎ(𝑢) (1 − 𝑝𝑢 + 𝑝𝑢
𝑔(par(𝑢))

1 − 𝑝𝑢 + 𝑝𝑢ℎ(𝑢))。

那么我们可以通过两遍 dfs 解决。
其实本题用到了换根 dp 的思想。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上概率 dp

Problem ([PKUWC2018] 随机游走)
给出一棵 𝑛 个点的树和每次询问一个点集 𝑆，给定一个点进行随机游

走，求走过点集中每一个点需要期望多少次。𝑞 组询问。

数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 18, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 5000。

Solution ([PKUWC2018] 随机游走)
我们发现全部走过并不一定很好处理，考虑到全部走过的期望次数即走

到点集中点的次数最大值的期望，最小值即走到一个点我们已经会了，于是可
以min-max 容斥。

然后我们就可以用前面的方法 Θ(𝑛2𝑛 log 𝑛) 求出所有 𝑇 的
𝐸(min(𝑇 ))，然后用高维前缀和等即可完成所有的 𝐸(max(𝑆)) 的预处理。

查询直接输出答案即可。
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数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 18, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 5000。

Solution ([PKUWC2018] 随机游走)
我们发现全部走过并不一定很好处理，考虑到全部走过的期望次数即走

到点集中点的次数最大值的期望，最小值即走到一个点我们已经会了，于是可
以min-max 容斥。

然后我们就可以用前面的方法 Θ(𝑛2𝑛 log 𝑛) 求出所有 𝑇 的
𝐸(min(𝑇 ))，然后用高维前缀和等即可完成所有的 𝐸(max(𝑆)) 的预处理。

查询直接输出答案即可。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

简单树形 dp 例题

树的重心

树上概率 dp

基础树形 dp 例题

树上倍增 dp

换根

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Problem (子树直径问题)
给定一棵大小为 𝑛 的以 1 为根的有根树，求以每个结点为根的子树的直径。

𝑛 ⩽ 1000000。

Solution (子树直径问题)
直接做树形 dp，可以求出以每个顶点为 LCA 的最长链的长度。
再对每个点求子树最大值即可。
时间复杂度是 𝑂(𝑛) 的。
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基础树形 dp 例题

Problem (子树直径问题)
给定一棵大小为 𝑛 的以 1 为根的有根树，求以每个结点为根的子树的直径。
𝑛 ⩽ 1000000。

Solution (子树直径问题)
直接做树形 dp，可以求出以每个顶点为 LCA 的最长链的长度。
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基础树形 dp 例题

Problem (子树直径问题)
给定一棵大小为 𝑛 的以 1 为根的有根树，求以每个结点为根的子树的直径。
𝑛 ⩽ 1000000。

Solution (子树直径问题)
直接做树形 dp，可以求出以每个顶点为 LCA 的最长链的长度。
再对每个点求子树最大值即可。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Problem ([NOIP2018] 赛道修建)
给定一棵 𝑛 个点的树，现在找 𝑚 条边不交的链使得最短链最长。

𝑛 ⩽ 50000。
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基础树形 dp 例题

Problem ([NOIP2018] 赛道修建)
给定一棵 𝑛 个点的树，现在找 𝑚 条边不交的链使得最短链最长。
𝑛 ⩽ 50000。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
首先二分答案，考虑如何判断。

对于每个点，每个儿子可能会给出一些向上的链。
首先是最大化这个结点处新增的链的数量，然后是最大化向上连出的链

长。
首先先对这些链排序，然后再二分向上连出的链。这时可以新增的链的

数量容易贪心得到。
时间复杂度 𝑂(𝑛 log 𝑛 log 𝑤𝑖)。
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基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
首先二分答案，考虑如何判断。
对于每个点，每个儿子可能会给出一些向上的链。
首先是最大化这个结点处新增的链的数量，然后是最大化向上连出的链

长。

首先先对这些链排序，然后再二分向上连出的链。这时可以新增的链的
数量容易贪心得到。

时间复杂度 𝑂(𝑛 log 𝑛 log 𝑤𝑖)。
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基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
首先二分答案，考虑如何判断。
对于每个点，每个儿子可能会给出一些向上的链。
首先是最大化这个结点处新增的链的数量，然后是最大化向上连出的链

长。
首先先对这些链排序，然后再二分向上连出的链。这时可以新增的链的

数量容易贪心得到。
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基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
有一种时间复杂度更为优秀的做法。

依然二分答案 𝑥 并树形 dp，在每个结点 𝑢 依旧先最大化这个结点处新增
的链的数量，然后最大化向上的链长 𝑓𝑢。

我们考虑贪心。
我们先 Θ(𝑓(𝑛)) 对每个儿子 𝑣 的 𝑓𝑣 + 𝑤(𝑢, 𝑣)（𝑤(𝑢, 𝑣) 表示 𝑢 到 𝑣

的边长）进行排序。（显然 𝑓(𝑛) = Ω(𝑛)，Θ(𝑛) 如基排等非比较排序。）
显然不低于 𝑥 的链可以直接成链。

对于剩下的数 {𝑎𝑖}，我们分成 < 𝑥
2 和 ⩾ 𝑥

2 两类。

我们先考虑最大化这个结点处新增的链的数量。

我们设 𝑎𝑟 为当前 < 𝑥
2 的数中最大的一个，𝑎𝑙 为 ⩾ 𝑥

2 的数中最小的一

个。
∀𝑘 < 𝑟，如果我们最终选了 𝑎𝑘 而没有选 𝑎𝑟，我们把 𝑎𝑘 换成 𝑎𝑟 不会

对答案产生任何影响，因此我们可以优先选 𝑎𝑟。
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基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
有一种时间复杂度更为优秀的做法。
依然二分答案 𝑥 并树形 dp，在每个结点 𝑢 依旧先最大化这个结点处新增

的链的数量，然后最大化向上的链长 𝑓𝑢。

我们考虑贪心。
我们先 Θ(𝑓(𝑛)) 对每个儿子 𝑣 的 𝑓𝑣 + 𝑤(𝑢, 𝑣)（𝑤(𝑢, 𝑣) 表示 𝑢 到 𝑣

的边长）进行排序。（显然 𝑓(𝑛) = Ω(𝑛)，Θ(𝑛) 如基排等非比较排序。）
显然不低于 𝑥 的链可以直接成链。

对于剩下的数 {𝑎𝑖}，我们分成 < 𝑥
2 和 ⩾ 𝑥

2 两类。

我们先考虑最大化这个结点处新增的链的数量。

我们设 𝑎𝑟 为当前 < 𝑥
2 的数中最大的一个，𝑎𝑙 为 ⩾ 𝑥

2 的数中最小的一

个。
∀𝑘 < 𝑟，如果我们最终选了 𝑎𝑘 而没有选 𝑎𝑟，我们把 𝑎𝑘 换成 𝑎𝑟 不会

对答案产生任何影响，因此我们可以优先选 𝑎𝑟。
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基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
有一种时间复杂度更为优秀的做法。
依然二分答案 𝑥 并树形 dp，在每个结点 𝑢 依旧先最大化这个结点处新增

的链的数量，然后最大化向上的链长 𝑓𝑢。
我们考虑贪心。

我们先 Θ(𝑓(𝑛)) 对每个儿子 𝑣 的 𝑓𝑣 + 𝑤(𝑢, 𝑣)（𝑤(𝑢, 𝑣) 表示 𝑢 到 𝑣
的边长）进行排序。（显然 𝑓(𝑛) = Ω(𝑛)，Θ(𝑛) 如基排等非比较排序。）

显然不低于 𝑥 的链可以直接成链。

对于剩下的数 {𝑎𝑖}，我们分成 < 𝑥
2 和 ⩾ 𝑥

2 两类。

我们先考虑最大化这个结点处新增的链的数量。

我们设 𝑎𝑟 为当前 < 𝑥
2 的数中最大的一个，𝑎𝑙 为 ⩾ 𝑥

2 的数中最小的一

个。
∀𝑘 < 𝑟，如果我们最终选了 𝑎𝑘 而没有选 𝑎𝑟，我们把 𝑎𝑘 换成 𝑎𝑟 不会

对答案产生任何影响，因此我们可以优先选 𝑎𝑟。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
我们设 𝑎𝑟 为当前 < 𝑥

2 的数中最大的一个，𝑎𝑙 为 ⩾ 𝑥
2 的数中最小的一个。

已证我们可以优先选 𝑎𝑟。
若存在 (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) 满足 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑦1 < 𝑦2 且 𝑎𝑥1

与 𝑎𝑦1
配对，

𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦2

配对，则我们改成 𝑎𝑥1
与 𝑎𝑦2

配对，𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦1

配对不会对答案产生
任何影响，因此我们对于 𝑎𝑟，优先取小的 𝑎𝑙。由于 𝑎𝑟 单调递减，因此 𝑙 单调递增。

剩余的 ⩾ 𝑥
2 的数，可以两两配对构成一条链。

如果有剩余的 ⩾ 𝑥
2 的，那么 𝑓𝑢 选两两配对前剩余最大的即可。

如果没有剩余，我们考虑再次进行贪心。
我们对于每一个 𝑎𝑙，都选择一个最小的 𝑎𝑝 与之匹配，若我们枚举 𝑙 单调递

减，𝑝 则单调递增。
选一个剩余最大的即可，如果没有，则 𝑓𝑢 = 0。
总时间复杂度 Θ(𝑓(𝑛) log 𝑤𝑖)。
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总时间复杂度 Θ(𝑓(𝑛) log 𝑤𝑖)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 59 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
我们设 𝑎𝑟 为当前 < 𝑥

2 的数中最大的一个，𝑎𝑙 为 ⩾ 𝑥
2 的数中最小的一个。

已证我们可以优先选 𝑎𝑟。
若存在 (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) 满足 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑦1 < 𝑦2 且 𝑎𝑥1

与 𝑎𝑦1
配对，

𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦2

配对，则我们改成 𝑎𝑥1
与 𝑎𝑦2

配对，𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦1

配对不会对答案产生
任何影响，因此我们对于 𝑎𝑟，优先取小的 𝑎𝑙。由于 𝑎𝑟 单调递减，因此 𝑙 单调递增。

剩余的 ⩾ 𝑥
2 的数，可以两两配对构成一条链。

如果有剩余的 ⩾ 𝑥
2 的，那么 𝑓𝑢 选两两配对前剩余最大的即可。

如果没有剩余，我们考虑再次进行贪心。
我们对于每一个 𝑎𝑙，都选择一个最小的 𝑎𝑝 与之匹配，若我们枚举 𝑙 单调递

减，𝑝 则单调递增。

选一个剩余最大的即可，如果没有，则 𝑓𝑢 = 0。
总时间复杂度 Θ(𝑓(𝑛) log 𝑤𝑖)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 59 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
我们设 𝑎𝑟 为当前 < 𝑥

2 的数中最大的一个，𝑎𝑙 为 ⩾ 𝑥
2 的数中最小的一个。

已证我们可以优先选 𝑎𝑟。
若存在 (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) 满足 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑦1 < 𝑦2 且 𝑎𝑥1

与 𝑎𝑦1
配对，

𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦2

配对，则我们改成 𝑎𝑥1
与 𝑎𝑦2

配对，𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦1

配对不会对答案产生
任何影响，因此我们对于 𝑎𝑟，优先取小的 𝑎𝑙。由于 𝑎𝑟 单调递减，因此 𝑙 单调递增。

剩余的 ⩾ 𝑥
2 的数，可以两两配对构成一条链。

如果有剩余的 ⩾ 𝑥
2 的，那么 𝑓𝑢 选两两配对前剩余最大的即可。

如果没有剩余，我们考虑再次进行贪心。
我们对于每一个 𝑎𝑙，都选择一个最小的 𝑎𝑝 与之匹配，若我们枚举 𝑙 单调递

减，𝑝 则单调递增。
选一个剩余最大的即可，如果没有，则 𝑓𝑢 = 0。

总时间复杂度 Θ(𝑓(𝑛) log 𝑤𝑖)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 59 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution ([NOIP2018] 赛道修建)
我们设 𝑎𝑟 为当前 < 𝑥

2 的数中最大的一个，𝑎𝑙 为 ⩾ 𝑥
2 的数中最小的一个。

已证我们可以优先选 𝑎𝑟。
若存在 (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) 满足 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑦1 < 𝑦2 且 𝑎𝑥1

与 𝑎𝑦1
配对，

𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦2

配对，则我们改成 𝑎𝑥1
与 𝑎𝑦2

配对，𝑎𝑥2
与 𝑎𝑦1

配对不会对答案产生
任何影响，因此我们对于 𝑎𝑟，优先取小的 𝑎𝑙。由于 𝑎𝑟 单调递减，因此 𝑙 单调递增。

剩余的 ⩾ 𝑥
2 的数，可以两两配对构成一条链。

如果有剩余的 ⩾ 𝑥
2 的，那么 𝑓𝑢 选两两配对前剩余最大的即可。

如果没有剩余，我们考虑再次进行贪心。
我们对于每一个 𝑎𝑙，都选择一个最小的 𝑎𝑝 与之匹配，若我们枚举 𝑙 单调递

减，𝑝 则单调递增。
选一个剩余最大的即可，如果没有，则 𝑓𝑢 = 0。
总时间复杂度 Θ(𝑓(𝑛) log 𝑤𝑖)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 59 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.
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基础树形 dp 例题

Problem (CF1039D You Are Given a Tree)
给你一棵 𝑛(𝑛 ⩽ 100000) 个点的树，一个简单路径的集合 𝑆𝑘 被称

为 𝑘 合法当且仅当：树的每个结点至多属于其中一条路径，且每条路径恰好
包含 𝑘 个点。对于 𝑘 ∈ [1, 𝑛]，|𝑆𝑘| 的最大值

Solution (CF1039D You Are Given a Tree)
上一题方法的 Θ (𝑛2) 的 dp 并不足以通过此题。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution (CF1039D You Are Given a Tree)
我们考虑分段，
对于 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠，暴力 dp，总时间复杂度 Θ(𝑠𝑛)。

对于 𝑠 < 𝑘 ⩽ 𝑛，注意到 dp 值 < 𝑛
𝑠，我们可以对于每个 dp 值通过

二分处理出左端点和右端点，总时间复杂度 Θ (𝑛 log 𝑛
𝑠 )。

当我们取 𝑠 = Θ (√𝑛 log 𝑛) 时，取得最优时间复杂度
Θ (𝑛√𝑛 log 𝑛)。

事实上，由于第二段常数较小，𝑠 中
√𝑛 log 𝑛 的常数同样较小，需根

据实际代码调整。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 61 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution (CF1039D You Are Given a Tree)
我们考虑分段，
对于 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠，暴力 dp，总时间复杂度 Θ(𝑠𝑛)。
对于 𝑠 < 𝑘 ⩽ 𝑛，注意到 dp 值 < 𝑛

𝑠，我们可以对于每个 dp 值通过

二分处理出左端点和右端点，总时间复杂度 Θ (𝑛 log 𝑛
𝑠 )。

当我们取 𝑠 = Θ (√𝑛 log 𝑛) 时，取得最优时间复杂度
Θ (𝑛√𝑛 log 𝑛)。

事实上，由于第二段常数较小，𝑠 中
√𝑛 log 𝑛 的常数同样较小，需根

据实际代码调整。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 61 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution (CF1039D You Are Given a Tree)
我们考虑分段，
对于 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠，暴力 dp，总时间复杂度 Θ(𝑠𝑛)。
对于 𝑠 < 𝑘 ⩽ 𝑛，注意到 dp 值 < 𝑛

𝑠，我们可以对于每个 dp 值通过

二分处理出左端点和右端点，总时间复杂度 Θ (𝑛 log 𝑛
𝑠 )。

当我们取 𝑠 = Θ (√𝑛 log 𝑛) 时，取得最优时间复杂度
Θ (𝑛√𝑛 log 𝑛)。

事实上，由于第二段常数较小，𝑠 中
√𝑛 log 𝑛 的常数同样较小，需根

据实际代码调整。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 61 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

基础树形 dp 例题

Solution (CF1039D You Are Given a Tree)
我们考虑分段，
对于 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠，暴力 dp，总时间复杂度 Θ(𝑠𝑛)。
对于 𝑠 < 𝑘 ⩽ 𝑛，注意到 dp 值 < 𝑛

𝑠，我们可以对于每个 dp 值通过

二分处理出左端点和右端点，总时间复杂度 Θ (𝑛 log 𝑛
𝑠 )。

当我们取 𝑠 = Θ (√𝑛 log 𝑛) 时，取得最优时间复杂度
Θ (𝑛√𝑛 log 𝑛)。

事实上，由于第二段常数较小，𝑠 中
√𝑛 log 𝑛 的常数同样较小，需根

据实际代码调整。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 61 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上倍增 dp

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

简单树形 dp 例题

树的重心

树上概率 dp

基础树形 dp 例题

树上倍增 dp

换根

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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树上倍增 dp

倍增是一种处理一类静态问题的方法。

对于树上的很多 dp，我们也可以类似序列上的倍增处理。
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树上倍增 dp

倍增求 LCA

我们可以先预处理出每个结点的深度和 2𝑘 级祖先。

然后对于每次查询，进行如下操作：

1 将深度深的一个结点通过倍增找到和另一个结点深度相同的祖
先，可以发现 LCA 不变。

2 通过倍增找到最远非公共祖先（如果 2𝑘 级祖先不同则改求它
们的 LCA，正确性显然）。

3 LCA 即最后的兄弟结点（就是初始两个结点的最远非公共祖
先）的父亲。

时间复杂度 Θ(𝑛) − Θ(log 𝑛)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 64 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上倍增 dp

倍增求 LCA

我们可以先预处理出每个结点的深度和 2𝑘 级祖先。

然后对于每次查询，进行如下操作：

1 将深度深的一个结点通过倍增找到和另一个结点深度相同的祖
先，可以发现 LCA 不变。

2 通过倍增找到最远非公共祖先（如果 2𝑘 级祖先不同则改求它
们的 LCA，正确性显然）。

3 LCA 即最后的兄弟结点（就是初始两个结点的最远非公共祖
先）的父亲。

时间复杂度 Θ(𝑛) − Θ(log 𝑛)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 64 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上倍增 dp

倍增求 LCA

我们可以先预处理出每个结点的深度和 2𝑘 级祖先。

然后对于每次查询，进行如下操作：

1 将深度深的一个结点通过倍增找到和另一个结点深度相同的祖
先，可以发现 LCA 不变。

2 通过倍增找到最远非公共祖先（如果 2𝑘 级祖先不同则改求它
们的 LCA，正确性显然）。

3 LCA 即最后的兄弟结点（就是初始两个结点的最远非公共祖
先）的父亲。

时间复杂度 Θ(𝑛) − Θ(log 𝑛)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 64 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上倍增 dp

倍增求 LCA

我们可以先预处理出每个结点的深度和 2𝑘 级祖先。

然后对于每次查询，进行如下操作：

1 将深度深的一个结点通过倍增找到和另一个结点深度相同的祖
先，可以发现 LCA 不变。

2 通过倍增找到最远非公共祖先（如果 2𝑘 级祖先不同则改求它
们的 LCA，正确性显然）。

3 LCA 即最后的兄弟结点（就是初始两个结点的最远非公共祖
先）的父亲。

时间复杂度 Θ(𝑛) − Θ(log 𝑛)。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上倍增 dp

Problem ([ZJOI2012] 灾难)
给出一个有向无环图，对于结点 𝑠, 𝑡，𝑡 依赖于 𝑠 当且仅当对于任意路径

𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘, 𝑡（其中 𝑢1 无入边），满足 ∃1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, 𝑢𝑖 = 𝑠。对于每一个
点求出多少个点依赖于它。

（注：上段所提图为原题中食物网的反向图。）

1 ⩽ 𝑛 ⩽ 65534，图中边数不超过 106。

Solution ([ZJOI2012] 灾难)
为了避免有的点没有依赖的细节处理，我们可以建一个超级源点，将它往所

有的点都连一条边。容易发现依赖于每个原有点的点集都没有变，但每个点都依
赖于这个超级源点。

对于每一个 𝑡，若它依赖于 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑘，则对于所有的路径，都可表示
为 … , 𝑠1, … , 𝑠2, … , … , … , 𝑠𝑘, … , 𝑡。

可以发现，𝑠𝑘 依赖且仅依赖于 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑘−1。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树上倍增 dp

Solution ([ZJOI2012] 灾难)
我们只用对每个点找到最后一个依赖的点即可，我们可以建成一棵树

（超级源点为根），每个点所依赖的点为它的所有祖先结点（不包含它本身）。

按照拓扑序遍历每一个点，并求出它的最后一个依赖的点：
只有一条入边：它最后一个依赖的点为那条入边的起始点。
不止一条入边：它最后一个依赖的点为所有入边的起始点所共同依赖的
点中的最后一个，即那些入边的起始点的最后一个依赖的点的树上最近
公共祖先。
所求的就是子树大小减 1（自身结点）。
时间复杂度 Θ(𝑛 log 𝑛)。
其实，上面描述的这棵树即这个加上超级源点后 DAG 的支配树（最后

一个依赖的点即最近支配点），解法为一种利用 DAG 的性质的支配树求法。
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不止一条入边：它最后一个依赖的点为所有入边的起始点所共同依赖的
点中的最后一个，即那些入边的起始点的最后一个依赖的点的树上最近
公共祖先。
所求的就是子树大小减 1（自身结点）。
时间复杂度 Θ(𝑛 log 𝑛)。

其实，上面描述的这棵树即这个加上超级源点后 DAG 的支配树（最后
一个依赖的点即最近支配点），解法为一种利用 DAG 的性质的支配树求法。
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树上倍增 dp

Problem ([SCOI2016] 幸运数字)
给定一棵 𝑛 个点的树，𝑞 次询问，每次查询一条链上点权的最大异或和。

𝑛 ⩽ 20000, 𝑄 ⩽ 200000，点权 < 260。

Solution ([SCOI2016] 幸运数字)
我们可以用线性基维护一个集合的最大异或和。
由于点权 < 260，所以线性基不超过 60 个。
对每个点倍增维护即可。
查询时对每条预处理出的链暴力合并。
时间复杂度 Θ((𝑛 log 𝑛 + 𝑞) log2 𝑤)，其中 𝑤 为最大点权。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

换根

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

简单树形 dp 例题

树的重心

树上概率 dp

基础树形 dp 例题

树上倍增 dp

换根

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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换根

换根 dp

我们先讲一种比较常规的换根 dp 方式。我们先随便钦定一个
点为根，然后以那个结点为根进行 dp，然后我们考虑对于每一个
儿子，通过他的父亲的最终答案和他的儿子的子树答案合并出最终
答案，一般来说 dp 式子具有可去性，即我们可以通过一些方式将
该子树对父亲结点的贡献除去，然后通过父亲除去该结点子树剩余
部分和儿子子树合并得到以该点为根的答案。
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换根

换根 dp

对于不满足可去性的一些 dp（如乘积形式时逆元不存在等），
我们可以考虑对有向边进行记忆化搜索，我们对一条有向边记录对
应子树（删除该边及其反向边后的指向结点所在连通块）的答案，
然后每次有向边分为以下三种情况：

已经得到该边的答案：直接返回。

没有处理过指向结点的信息：一般树形 dp 即可。

处理过指向结点的信息，但未得到该有向边的答案：对没有处
理的那一条出边进行处理，然后利用前后缀和求出所有指向那
个结点的有向边的答案。
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换根

Problem ([POI2008] STA-Station)
给定一棵 𝑛 个点的树，求一个结点，使得所有结点深度之和最小。

数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 106。

Solution ([POI2008] STA-Station)
我们可以简单地求出每个结点子树内所有点的深度之和与点数。
通过上面讲的换根 dp，我们就可以对每一个结点求出以那个结点为根

时的深度之和，取一个最小值即可。
时间复杂度 Θ(𝑛)。
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我们可以简单地求出每个结点子树内所有点的深度之和与点数。
通过上面讲的换根 dp，我们就可以对每一个结点求出以那个结点为根

时的深度之和，取一个最小值即可。
时间复杂度 Θ(𝑛)。
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换根

Problem ([CQOI2009] 叶子的染色)
对于每一个结点，我们可以通过 dp 求出子树内该结点的 𝑐 为 0 和 1

时的子树答案。

结点个数 𝑚 ⩽ 104，我们考虑 Θ(𝑚) 的做法。

Solution ([CQOI2009] 叶子的染色)
同样换根 dp 即可。
时间复杂度 Θ(𝑚)。
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1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

例题

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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回到树上搜索。

根据顶点在搜索过程中的顺序，可以得到 DFS 序。

根据约定不同，有多种 DFS 序，主要有：

普通 DFS 序：长度为 𝑛，即直接按照 DFS 的顺序。

括号序：长度为 2𝑛，每次访问和结束访问结点时分别加入左
括号和右括号。

欧拉序：长度为 2𝑛 − 1，每次访问和回溯时记录结点。实质上
是将有向边拆成两条无向边后的欧拉回路。

DFS 序的基本性质：一个子树在 DFS 序中是一个连续的区
间。
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例题

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

例题

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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例题

Problem ([NOI2013] 树的计数)
给定有根树的 DFS 序和 BFS 序，求树的平均深度。
保证两种序中每个点的儿子顺序一样。

𝑛 ⩽ 200000。

Solution ([NOI2013] 树的计数)
我们可以先把每个结点按照 DFS 序重新编号。
不妨设 DFS 序为 1, 2, … , 𝑛。
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例题

Solution ([NOI2013] 树的计数)
BFS 序是以深度为第一关键字，编号为第二关键字的排序。树的深度就

是最后一个点的深度。

考虑以 𝑙 为根的子树 [𝑙, 𝑟]，不妨设 𝑙 ≠ 𝑟。
如果 BFS 序中 𝑙 + 1 后有子树外的点，设第一个为 𝑖，则 𝑓𝑎𝑖 一定在

这个子树外。
于是 𝑙 + 1 到 𝑖 前一个点都在子树中，且深度在 {𝑑𝑖 − 1, 𝑑𝑖} 中。
又因为 𝑖 和 𝑓𝑎𝑖 在 DFS 序上与 [𝑙, 𝑟] 关系相同，于是这些点不可能

同时取到 𝑑𝑖 − 1 和 𝑑𝑖，于是这些点都是 𝑙 的儿子。
进而可以得到 𝑙 下的一层子树，容易找到 BFS 最后一个点所在递归。
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这个子树外。
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例题

Solution ([NOI2013] 树的计数)
考虑以 𝑙 为根的子树 [𝑙, 𝑟]，不妨设 𝑙 ≠ 𝑟。
如果 BFS 序中后面的点都是子树中的点，𝑙 + 1 开始第一个 BFS 序不连

续的点 𝑗。其中 𝑗 和 𝑗 + 1 BFS 序不连续。

那么 𝑙 + 1 ∼ 𝑗 的点可能排成深度在 [1, 𝑗 − 𝑙] 中的情况且平均是
𝑗 − 𝑙 + 1

2 。

由于 𝑗 + 1 在 BFS 序在 𝑗 之后且不是紧接着 𝑗，所以必定深度比 𝑗 大，
或者说是 𝑗 的儿子。

而这个子树中深度比 𝑗 大 1 的点中最靠前的显然也是 𝑗 + 1。
于是又可以确定这一层的点，类似上面处理即可。
时间复杂度 𝑂(𝑛)。
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1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

伴随差分思想的数组平移

例题

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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树上差分

我们一方面可以作为子结点对父结点的差分，与之相对，我们
可以通过树上前缀和还原数据。例如在处理链操作时，我们运用差
分，将两个端点加并将它们的 LCA 减，最后做一遍树上前缀和即
可。

此外，树上前缀和也可以单独使用，例如对所有结点到根路径
上信息的处理时，我们每 dfs 到一个结点，加上那个点的贡献，并
在回溯时减去。通常，一些问题在此基础上可以通过数组平移得到
较大的优化。
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树上差分

另一方面，可以作为 DFS 序上的差分，是树上搜索（动规）
的一种技巧，可用于处理子树满足可减性的信息。

相当于按照括号序不断维护信息，每个结点的答案等于右括号
对应信息减左括号对应信息。

具体实现时维护一个与答案相关的信息，进入时（左括号）在
答案处减去，返回时（右括号）在答案处加回。
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伴随差分思想的数组平移

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

伴随差分思想的数组平移

例题

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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伴随差分思想的数组平移

在运用差分思想的同时，我们常常会使用数组平移这一技巧。

我们通过一道例题来介绍。
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伴随差分思想的数组平移

Problem ([CSP2019D1T2] 括号树)
一棵树，每个结点有一个左括号或右括号，对于每一个结点，求根到它

的路径形成的括号串中有多少个合法的括号子串。

要求时间复杂度 Θ(𝑛)。
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Solution ([CSP2019D1T2] 括号树)
我们用 𝑓(𝑢, 𝑖) 表示 𝑢 结点对应的括号序列末尾如果加 𝑖 个右括号，末尾

形成的括号序列数。（特别地，𝑓(𝑢, 0) 表示末尾形成的括号序列数）

若 𝑢 结点为右括号，
𝑓(𝑢, 0) = 𝑓(par𝑢, 1), 𝑓(𝑢, 1) = 𝑓(par𝑢, 2), … , 𝑓(𝑢, 𝑖) =

𝑓(par𝑢, 𝑖 + 1), …
若 𝑢 结点为左括号，
𝑓(𝑢, 0) = 0, 𝑓(𝑢, 1) = 𝑓(par𝑢, 0) + 1, 𝑓(𝑢, 2) =

𝑓(par𝑢, 1), … , 𝑓(𝑢, 𝑖) = 𝑓(par𝑢, 𝑖 − 1)
我们可以通过数组平移来实现状态转移，用 dp 数组维护 𝑓(𝑢)，转移相当

于 dp 地址的加一或减一，具体实现见代码。
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long long*dp;
long long ans,sum;
void dfs(int u){

dp+=val[u];
sum+=dp[0];
long long tmp=dp[1];
++dp[0],dp[1]=0,ans^=sum*u;
for(list<int>::iterator it=son[u].begin(); it!=son[u].end(); ++it)

dfs(*it);
--dp[0],dp[1]=tmp;
sum-=dp[0];
dp-=val[u];

}

其中 val[u] 当节点 𝑢 为左括号时为 1，为右括号时为 −1。
在主程序中执行：

memset(a,0,sizeof(a));
dp=a+n,ans=0,sum=0;
dp[0]=1;
dfs(1);
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例题

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

伴随差分思想的数组平移

例题

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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例题

Problem ([NOIP2015D2T3] 运输计划)
给你一棵 𝑛 个结点的树，有边权，有多个任务，每个要求从 𝑢𝑖 号结点

到 𝑣𝑖 号结点去。𝑚 个计划, 这 𝑚 个计划会同时开始。当这 𝑚 个任务都完
成时，工作完成。

现在可以把任意一个边的边权变为 0，试求出完成工作所需要的最短时
间是多少？

数据范围：1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 3 × 105。
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成时，工作完成。

现在可以把任意一个边的边权变为 0，试求出完成工作所需要的最短时
间是多少？
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例题

Solution ([NOIP2015D2T3] 运输计划)
我们考虑如何判定最短时间能否不超过 𝑥，显然我们不必处理时间不超

过 𝑥 的计划，但是必须处理时间超过 𝑥 的计划。我们将时间超过 𝑥 的计划
取出，找到他们公共道路（我们可以对经过次数进行树上差分）中最长的一
个，然后判断最长的一个减去这条公共道路长度后能否不超过 𝑥。

可以观察到我们可以通过不超过 𝑥 的最大的一个计划确定即可推算出最
短时间为多少或判定无法完成。由单调性，我们可以二分。

时间复杂度 Θ(𝑛 log 𝑛)。
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例题

Problem ([NOIP2016D1T2] 天天爱跑步)
给定一棵 𝑛 个点的树和 𝑚 条有向的链。
每个结点有一个参数 𝑊𝑖，对每个结点求出它是多少条链的第 𝑊𝑖 个点。

𝑛, 𝑚 ⩽ 300000。
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例题

Solution ([NOIP2016D1T2] 天天爱跑步)
这样一条有向的链可以拆成以某个时刻开始的由根出发/结束的权值为

±1 的链。

对于这些链，对某个结点的贡献都可以看做是子树中某种值的权值和。
这可以一次 DFS 解决。
时间复杂度 𝑂(𝑛 + 𝑚)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 92 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Solution ([NOIP2016D1T2] 天天爱跑步)
这样一条有向的链可以拆成以某个时刻开始的由根出发/结束的权值为

±1 的链。
对于这些链，对某个结点的贡献都可以看做是子树中某种值的权值和。

这可以一次 DFS 解决。
时间复杂度 𝑂(𝑛 + 𝑚)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 92 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Solution ([NOIP2016D1T2] 天天爱跑步)
这样一条有向的链可以拆成以某个时刻开始的由根出发/结束的权值为

±1 的链。
对于这些链，对某个结点的贡献都可以看做是子树中某种值的权值和。
这可以一次 DFS 解决。

时间复杂度 𝑂(𝑛 + 𝑚)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 92 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Solution ([NOIP2016D1T2] 天天爱跑步)
这样一条有向的链可以拆成以某个时刻开始的由根出发/结束的权值为

±1 的链。
对于这些链，对某个结点的贡献都可以看做是子树中某种值的权值和。
这可以一次 DFS 解决。
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例题

Problem (CF1076E Vasya and a Tree)
给定一棵以 1 为根的树，𝑚 次操作，第 𝑖 次为对以 𝑣𝑖 为根的深度小

于等于 𝑑𝑖 的子树的所有结点权值加 𝑥𝑖。最后输出每个结点的值

数据范围：1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 3 × 105。

Solution (CF1076E Vasya and a Tree)
我们在每个结点上记录操作，最后进行树上前缀和，运用差分，记录当

前结点中子树内与当前结点的距离为 𝑖 的结点比距离 𝑖 − 1 权值应当少加上
的值，访问、回溯时数组平移加上修改当前点信息即可。
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1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

树链剖分的引入

树链剖分的算法及基本定义

重链剖分

一种随机剖分方法

长链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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6 树链剖分

树链剖分的引入

树链剖分的算法及基本定义

重链剖分

一种随机剖分方法

长链剖分

7 LCA

8 其他算法注解

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 95 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树链剖分的引入

Problem (例题 1)
给出一棵 𝑛 个点的有根树，每个结点 𝑢 有一个权值 𝑣𝑢，初始值为 0。有

𝑚 次操作。要求你支持如下操作：
1 给子树 𝑢 中的所有结点 𝑣 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖

2 询问 val𝑢
数据范围
1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109

Solution (例题 1)
我们可以使用树状数组按照 DFS 序维护 val，由于子树在 DFS 序中是

一个连续的区间，所以我们只用支持区间加，单点查询即可。
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1 给子树 𝑢 中的所有结点 𝑣 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖
2 询问 val𝑢

数据范围
1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109

Solution (例题 1)
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Problem (例题 1)
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1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109

Solution (例题 1)
我们可以使用树状数组按照 DFS 序维护 val，由于子树在 DFS 序中是

一个连续的区间，所以我们只用支持区间加，单点查询即可。
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树链剖分的引入

Problem (例题 1)
给出一棵 𝑛 个点的有根树，每个结点 𝑢 有一个权值 𝑣𝑢，初始值为 0。有

𝑚 次操作。要求你支持如下操作：
1 给子树 𝑢 中的所有结点 𝑣 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖
2 询问 val𝑢

数据范围
1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109

Solution (例题 1)
我们可以使用树状数组按照 DFS 序维护 val，由于子树在 DFS 序中是

一个连续的区间，所以我们只用支持区间加，单点查询即可。
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树链剖分的引入

Problem (例题 2)
给出一棵 𝑛 个点的有根树，每个结点 𝑢 有一个权值 𝑣𝑢，初始值为 0。

有 𝑚 个操作。要求你支持如下操作：
1 给 𝑢 到 𝑣 的路径上的所有结点 𝑘 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖

操作完后询问所有 val𝑢

数据范围
1 ⩽ 𝑛 ⩽ 106, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 5 × 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109

Solution (例题 2)
作子结点对于父结点的树上差分即可。
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树链剖分的引入

Problem (例题 2)
给出一棵 𝑛 个点的有根树，每个结点 𝑢 有一个权值 𝑣𝑢，初始值为 0。

有 𝑚 个操作。要求你支持如下操作：
1 给 𝑢 到 𝑣 的路径上的所有结点 𝑘 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖

操作完后询问所有 val𝑢
数据范围
1 ⩽ 𝑛 ⩽ 106, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 5 × 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109

Solution (例题 2)
作子结点对于父结点的树上差分即可。
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树链剖分的引入

Problem (例题 2)
给出一棵 𝑛 个点的有根树，每个结点 𝑢 有一个权值 𝑣𝑢，初始值为 0。

有 𝑚 个操作。要求你支持如下操作：
1 给 𝑢 到 𝑣 的路径上的所有结点 𝑘 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖

操作完后询问所有 val𝑢
数据范围
1 ⩽ 𝑛 ⩽ 106, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 5 × 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109

Solution (例题 2)
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树链剖分的引入

Problem (例题 3)
给出一棵 𝑛 个点的有根树，每个结点 𝑢 有一个权值 𝑣𝑢，初始值为 0。

有 𝑚 个操作。要求你支持如下操作：
1 给 𝑢 到 𝑣 的路径上所有结点 𝑘 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖

2 给子树 𝑢 中的所有结点 𝑣 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖。
3 询问子树 𝑢 的 val 之和
4 询问 𝑢 到 𝑣 的路径上所有结点的 val 之和

1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109。

好，我们直接讲树链剖分。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 98 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

树链剖分的引入

Problem (例题 3)
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4 询问 𝑢 到 𝑣 的路径上所有结点的 val 之和

1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109。
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1 给 𝑢 到 𝑣 的路径上所有结点 𝑘 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖
2 给子树 𝑢 中的所有结点 𝑣 的 val 加上一个整数 𝑡𝑖。
3 询问子树 𝑢 的 val 之和
4 询问 𝑢 到 𝑣 的路径上所有结点的 val 之和

1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 106，保证每时每刻的 | val𝑖 | ⩽ 109。

好，我们直接讲树链剖分。
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树链剖分的算法及基本定义

树链剖分的算法

我们可以发现，每个非叶结点都和它的一个儿子的 DFS 序连
续。

于是我们可以通过人为选定这一个儿子，使得一条链可以分为
较少的区间，从而可以类似于子树，通过多个 DFS 序的区间的操
作或询问完成树上链操作或查询。
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树链剖分的基本定义

重儿子：𝑢 儿子中，dfn𝑣 = dfn𝑢 + 1 的结点 𝑣。

轻儿子：不是重儿子的儿子。

重边：连向重儿子的边。

轻边：连向轻儿子的边。

重链：由重边构成的极长链。

顶（top）：一个点所在的重链上深度最低的点。
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5 树上差分

6 树链剖分

树链剖分的引入

树链剖分的算法及基本定义

重链剖分

一种随机剖分方法

长链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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重链剖分

重链剖分

我们选取儿子中对应子树大小最大的一个作为重儿子。

可以证明，每一条链可以分解成 𝑂(log 𝑛) 条重链和轻边。
Proof (重链剖分)

我们先考虑轻边的个数。
当从点 𝑢 向上经过轻边时，父亲点 𝑝 一定存在一个儿子点 𝑢′ 使得

siz𝑢′ ⩾ siz𝑢，因此 siz𝑝 ⩾ 2 siz𝑢 +1。
由于根结点的 siz 为 𝑛，所以轻边的个数不超过 ⌊log2(𝑛 + 1)⌋ − 1。
由于两条重链之间一定隔着一条轻边，因此重链和轻边的个数和不超过

2 ⌊log2(𝑛 + 1)⌋ − 1，为 𝑂(log 𝑛)。
证毕。
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重链剖分

我们可以先进行一次 dfs，将所有结点的重儿子找出来。
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重链剖分

然后再进行一次 dfs，处理出 dfs 序和 top。

至此，我们完成了重链剖分的预处理。

只需要在主程序里调用两句话即可。
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树剖求 LCA

由于树剖中常常用到 LCA，所以我们提前讲一下如何求。

我们记 lca(𝑢, 𝑣) = 𝑤，显然 𝑤 所在的链的 top 深度一定比 𝑢
和 𝑣 的 top 深度低。

因此我们重复下面的规则：

while 𝑢 和 𝑣 不在一条链上
选择 𝑢，𝑣 所在链 top 深度大的那个，记为 𝑥，如果相同随意
选一个。

X=fa[top[x]]

返回 𝑢 和 𝑣 中深度低的那个
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树剖求 LCA
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常规重链剖分数据结构技巧

可以发现，因为每次询问有 𝑂(log 𝑛) 条链，因此可以使用数据结构
维护。

时间复杂度为 𝑂(log 𝑛𝑓(𝑛))，其中 𝑓(𝑛) 为数据结构维护的复杂度。
回顾一下之前的 lca 代码，发现其实这个直接遍历了 𝑢 到 𝑣 的链！
所以只要把那个修改不多就能做完了
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常规重链剖分数据结构技巧

诶诶诶不是还有子树吗

子树不是讲过了吗？

dfs 序是连续的！

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 109 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

重链剖分

Problem (洛谷 3950 部落冲突)
给你一棵树，有 3 个操作：
Q p q：询问 𝑝, 𝑞 是否连通
C p q：把 𝑝 → 𝑞 这条边割断
U x：恢复第 𝑥 次操作二
数据范围：1 ⩽ 𝑛, 𝑚 ⩽ 3 × 105。

Solution (洛谷 3950 部落冲突)
我们将每条边是否被割断记为那条边的边权（0 或 1），然后割断和恢复操

作即单点修改，询问是否连通即查询路径和是否为 0。
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Problem ([HEOI2016/TJOI2016] 树)
给出一棵树，其中根结点有标记，有两种操作，第一种是在一个结点上

打标记，一种是询问一个点最近的打了标记的祖先。
1 ⩽ 𝑁, 𝑄 ⩽ 105
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Solution ([HEOI2016/TJOI2016] 树)
一种简单的想法是不断的向上跳链，不停地查询最小值，但是这样做要

两个 log
换一种想法，计算每个点的贡献，发现一个点放 tag 相当于子树取

min，所以只需要区间修改和单点查询就好了。
实际上第一种方法也可以使用动态开点线段树优化到 𝑂(𝑛 log 𝑛)
实际上，我们可以对于每一条链维护最高的打标记的点，这样可以

Θ(1) 判定一个点向上跳到这一条链有没有标记点，我们只需要一次查询一次
最近的一个即可。
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Problem ([TJOI2018] 异或)
给出一个有根树，点有权值。有两种询问，第一种是询问 𝑥 子树中结点

和 𝑦 异或的最大值，第二种是询问 𝑥 到 𝑦 路径上的点与 𝑧 异或的最大值。
数据范围：1 < 𝑛, 𝑞 ⩽ 105, 1 ⩽ val𝑖, 𝑧 < 230。
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Solution ([TJOI2018] 异或)
询问两个值异或最大值可以使用 trie
因为询问利用了 dfs 序的连续性，同事我们要取出一个区间内的 trie

结点
所以我们在 dfs 序上跑可持久化 trie，然后再普通地树剖一下就过来
复杂度两个 log。
但是这样太暴力了，对于子树，我们直接 dfs 序上可持久化 trie，对于

链，维护每个点到根的路径的可持久化 trie，询问时差分一下就好，复杂度
一个 log。
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Problem ([SDOI2014] 旅行)
一棵树，每个点有一个颜色和权值，询问给定一条有向的链 𝑆 到 𝑇，保证 𝑆 和 𝑇 颜

色相同，询问这条链上颜色和 𝑆 相同的所有点的权值和和最大值。同时会有修改单点的颜色
或权值的操作。

1 ⩽ 𝑁, 𝑄, 颜色 ⩽ 105

Solution ([SDOI2014] 旅行)
因为是单点修改，因此可以方便地使用动态开点线段树。
对每一个颜色维护一个线段树。
复杂度两个 log。
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Problem ([LNOI2014] LCA)
有根树，每次询问给出 l r z，求 ∑𝑙⩽𝑖⩽𝑟 deplca(𝑖,𝑧)。

1 ⩽ 𝑛, 𝑄 ⩽ 5 × 104
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重链剖分

Solution ([LNOI2014] LCA)
发现直接算不太好算，此时考虑一个点的贡献。
发现 𝑥 对 𝑦 的贡献是将 𝑥 到根的路径全部加 1，𝑦 到根的路径的权值

和。
同时这个贡献是可以合并的，这个启发我们前缀和。
既然前缀和了就把询问离线，同时拆成两个区间就做完了。
复杂度两个 log。
也可以使用可持久化线段树维护 [1, 𝑖] 的点的上述权值贡献。每加入一

个点相当于链修改。在线询问差分即可。
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重链剖分

Problem ([HNOI2016] 网络)
给定一棵树。有三种操作：
0 u v t：在 𝑢 到 𝑣 的链上进行重要度为 𝑡 的数据传输。
1 x：结束第 𝑥 个数据传输。
2 x：询问不经过点 𝑥 的数据传输中重要度最大的是多少（无解输出

−1）。
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重链剖分

Solution ([HNOI2016] 网络)
首先，查询不经过点 𝑥，我们可以转换为在这条链以外的结点进行修改，

然后查询点 𝑥，我们可以利用树剖对链外的其他结点转化成 𝑂(log 𝑛) 个区
间。

然后我们考虑结束传输，即删除。
我们可以标记永久化，把每个数插入到树剖中线段树的 𝑂(log2 𝑛) 个

结点上，并不下传标记，每次查询单点时查询所有线段树上的祖先结点（含本
身），删除便从对应线段树结点删除。为了维护点集，对线段树的结点建立两
个大根堆，分别表示插入的和删除的，如果堆顶相等就一起弹出，否则对答案
无影响不必即时从插入的数中删除。
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重链剖分

很多题目如果需要对一条链的结点有 dp 最大值等操作，需要
用到平衡树等数据结构，我们可以将轻重儿子分开讨论。
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重链剖分

Problem (不知名的题)
有根树，每次询问给出一个点 𝑢 和它子树里的一个点 𝑣，求 𝑢 到 𝑣 路

径上除 𝑢 外离 𝑢 最近的结点。
1 ⩽ 𝑛, 𝑄 ⩽ 5 × 106
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重链剖分

Solution (不知名的题)
可以发现，倍增已经不太优秀了，空间大。
根据 dfs 序，可以给他的儿子序列开一个平衡树或 vector，可以在里面二

分下面的点的 dfs 序，找到包含它的那个儿子。这样空间是小了，但是常数又大
了。

考虑到跳上去最后一条边，如果是重边，即是 𝑢 的重儿子，否则就是最后
一个从轻链跳上去的结点。复杂度一个 log。

如果离线可以魔改 tarjan 做到 𝑂(𝑛 + 𝑄)
实际上如果你用 RMQ 维护区间最小值出现的位置可以做到

𝑂(𝑛 log 𝑛 + 𝑄)
如果再上黑科技可以做到在线的 𝑂(𝑛 + 𝑞)
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

一种随机剖分方法

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

树链剖分的引入

树链剖分的算法及基本定义

重链剖分

一种随机剖分方法

长链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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一种随机剖分方法

一种随机剖分方法

我们对每一个点 𝑢 随机一个权值 𝑣𝑢，将一个点的儿子中子树
最大权值最大的一个儿子设为重儿子。

设 𝑢 向上每个祖先子树大小依次为 𝑠𝑖（特别地，
𝑠0 = siz(𝑢), 𝑠𝑘 = 𝑛），上面的轻边期望个数为 𝑓(𝑛)，则有：
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一种随机剖分方法

一种随机剖分方法

𝑓(𝑢) = 𝑘 − 𝑠0
𝑠1 − 1 − 𝑠1

𝑠2 − 1 − ⋯ − 𝑠𝑘−1
𝑠𝑘 − 1

< 𝑘 − 𝑠0
𝑠1 − 1 − 𝑠1 − 1

𝑠2 − 1 − ⋯ − 𝑠𝑘−1 − 1
𝑠𝑘 − 1

⩽ 𝑘 − 𝑘 ( 𝑠0
𝑠𝑘 − 1)

1
𝑘

⩽ (𝑛 − 1) − (𝑛 − 1) ( 1
𝑛 − 1)

1
𝑛 − 1

= log 𝑛 − log2 𝑛 + 2
2𝑛 + 𝑂(𝑛−2)
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一种随机剖分方法

一种随机剖分方法

那么 ∀𝑢 ∈ 𝑉 , 𝑓(𝑢) = 𝑂(log 𝑛)。
由于随机值较方便维护，所以在重链剖分的动态化中能有所应

用。
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长链剖分

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

树链剖分的引入

树链剖分的算法及基本定义

重链剖分

一种随机剖分方法

长链剖分

7 LCA

8 其他算法注解
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长链剖分

长链剖分

长链剖分也就是往长的儿子去剖，而不是大的儿子。

具体应用：

𝑂(𝑛 log 𝑛) − 𝑂(1) 𝐾 级祖先

类 dsu on tree 的技巧（实际上重链剖分也有这个）
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长链剖分

𝑘 级祖先

𝑘 级祖先：对于一个结点满足以下递归定义的那个祖先。
一个结点的 1 级祖先为其父亲。

一个结点的 𝑘 + 1 级祖先为其 𝑘 级祖先的父亲。
𝑘 级祖先问题，通常给定一棵静态的树，多组询问，每次询问

给定一个结点 𝑢 和一个正整数 𝑘，询问 𝑢 的 𝑘 级祖先。
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长链剖分

𝑘 级祖先

𝑘 级祖先：对于一个结点满足以下递归定义的那个祖先。
一个结点的 1 级祖先为其父亲。
一个结点的 𝑘 + 1 级祖先为其 𝑘 级祖先的父亲。

𝑘 级祖先问题，通常给定一棵静态的树，多组询问，每次询问
给定一个结点 𝑢 和一个正整数 𝑘，询问 𝑢 的 𝑘 级祖先。
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长链剖分

𝑘 级祖先

𝑘 级祖先：对于一个结点满足以下递归定义的那个祖先。
一个结点的 1 级祖先为其父亲。
一个结点的 𝑘 + 1 级祖先为其 𝑘 级祖先的父亲。

𝑘 级祖先问题，通常给定一棵静态的树，多组询问，每次询问
给定一个结点 𝑢 和一个正整数 𝑘，询问 𝑢 的 𝑘 级祖先。
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长链剖分

𝑘 级祖先

我们进行长链剖分。

首先，先证明一个结点的 𝑘 级祖先所在的链链长一定大于等
于 𝑘。
Proof (𝑘 级祖先)

如果向上跳的时候没有经过轻边的话，显然成立。如果经过了轻边，那
么因为长链剖分，跳上轻边后的链长一定大于等于当前的，因为跳了 𝑘，所以
对于这种情况也成立。
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长链剖分

𝑘 级祖先

我们可以预处理每个 DFS 序的对应结点、每个链顶向上链长
的结点编号和每个结点向上跳 2𝑘 级祖先后的结点。时间复杂度
Θ(𝑛 log 𝑛)。

对于每一次查询，我们先向上跳最大的 𝑟 = 2𝑎 ⩽ 𝑘 层，然后
由于到达的链长 ⩾ 𝑟，且 𝑘 − 𝑟 < 𝑟，因此剩余 𝑘 − 𝑟 级一定能够
Θ(1) 到达。

因此，总时间复杂度 Θ(𝑛 log 𝑛) − Θ(1)。
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长链剖分

长链剖分同样有一些其他性质，可供贪心等算法使用。
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长链剖分

Problem (bzoj3252 攻略)
给定一棵树，选取 𝑘 个点，求根到这些点路径上的点的最大点权和。

数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 2 × 105。

Solution (bzoj3252 攻略)
首先因为少选取点不会使价值变大，且选取儿子节点肯定不比父亲结点

劣。我们可以贪心地将问题转化为选取不超过 𝑘 个叶子结点，求根到这些点
路径上的点的最大点权和。

我们将树进行长链剖分，可以证明选取其中前 𝑘 长的链最优。时间复杂
度 Θ(𝑛)。
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长链剖分

Problem (bzoj3252 攻略)
给定一棵树，选取 𝑘 个点，求根到这些点路径上的点的最大点权和。
数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 2 × 105。

Solution (bzoj3252 攻略)
首先因为少选取点不会使价值变大，且选取儿子节点肯定不比父亲结点

劣。我们可以贪心地将问题转化为选取不超过 𝑘 个叶子结点，求根到这些点
路径上的点的最大点权和。

我们将树进行长链剖分，可以证明选取其中前 𝑘 长的链最优。时间复杂
度 Θ(𝑛)。
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长链剖分

Problem (bzoj3252 攻略)
给定一棵树，选取 𝑘 个点，求根到这些点路径上的点的最大点权和。
数据范围：1 ⩽ 𝑛 ⩽ 2 × 105。

Solution (bzoj3252 攻略)
首先因为少选取点不会使价值变大，且选取儿子节点肯定不比父亲结点

劣。我们可以贪心地将问题转化为选取不超过 𝑘 个叶子结点，求根到这些点
路径上的点的最大点权和。

我们将树进行长链剖分，可以证明选取其中前 𝑘 长的链最优。时间复杂
度 Θ(𝑛)。
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长链剖分

Proof (bzoj3252 攻略)
对于一种给定的选择方法，我们也对被路径覆盖的点进行带权长链剖分。
如果有一条原树的长链没有被选择而存在剖出的链更短，那么我们将一

条剖出的链换成长链显然更优（如果有与之重复的选择那一条，否则任选一
条）。

因此可能没有更优的方案只有一种：选择前 𝑘 长的链。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

算法

例题

8 其他算法注解
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LCA

我们回过头来讲讲 LCA。（我们谈到 LCA 问题时，一般默认
为两个结点。）

同 RMQ 问题，在 LCA 问题中时间复杂度的 − 前后也分别
连接预处理时间复杂度和单次查询时间复杂度。
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算法

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

算法

例题

8 其他算法注解
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算法

倍增求 LCA

上面讲过了。

预处理出每个结点的深度和 2𝑘 级祖先。

每次查询时：

1 将深度深的一个结点通过倍增找到和另一个结点深度相同的祖
先。

2 通过倍增找到最远非公共祖先（如果 2𝑘 级祖先不同则改求它
们的 LCA）。

3 LCA 即最后的兄弟结点的父亲。

时间复杂度 Θ(𝑛) − Θ(log 𝑛)。
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算法

树剖求 LCA

上面讲过了。

我们每次把深度（或链顶深度）较大的一个往上跳，直到两个
结点处在同一条链上，然后返回深度较小的一个即可。

时间复杂度 Θ(𝑛) − 𝑂(log 𝑛)。
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算法

树剖求 LCA

使用树剖求 LCA 的好处：

如果你写的好，就是又短又快的。

一般的出题人数据造出来很难把树剖 lca 卡满，因此在很多时候树剖
lca 跑得飞快！

由于空间 𝑂(𝑛)，很多时候比倍增不知高明到哪里去了。
如果使用倍增优化树剖，可以做到𝑂(𝑄 log log 𝑛)，并且比𝑂(𝑄 log 𝑛)

慢多了。

详见http://10.49.18.71/submission/36594
如何卡满树剖 LCA 呢？

构造一棵满二叉树即可，但是树剖常数依然很小。
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算法

这是一个离线算法，可以快速并相对方便地求出 lca。

我们将每个 LCA 询问挂在对应两个结点上，然后进行 DFS，维护
每个访问过的结点与当前结点的最近公共祖先（当前访问栈中深度最深
的一个），每次回溯时将整个子树挂到父亲结点上即可。

时间复杂度 Θ((𝑛 + 𝑞)𝛼(𝑛))。（由于 𝛼(𝑛) 变化率极小，有时会在计
算时间复杂度时被忽略。）
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算法

使用 RMQ 的 LCA 方法

这是一个 DFS 序的应用。

这里使用的是欧拉序，可以证明，这两个点的第一次出现的位
置之间的深度最浅的点就是他们的 LCA。

于是问题就变成了 RMQ 问题，可以在 𝑂(𝑛 + 𝑞) 或
𝑂(𝑛 log 𝑛 + 𝑞) 的时间内完成。
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算法

使用 RMQ 的 LCA 方法
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

算法

使用 RMQ 的 LCA 方法

有一种 Θ(𝑛) − Θ(1) 的在线 LCA 只用接着上面继续优化即
可，我们发现欧拉序相邻点的深度为 1，可以利用这个性质，转化
成±1 RMQ 问题，可以在 Θ(𝑛) − Θ(1) 的时间复杂度解决。
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例题

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

算法

例题

8 其他算法注解
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

lca 因为其优良的性质，在题目中有许多应用。

我们通过一些题目来熟悉这些性质。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Problem (森林的直径)
给你一个森林。要求支持动态加边，维护直径。可以离线。
要求时间复杂度 𝑂((𝑛 + 𝑞) log 𝑛)。

Solution (森林的直径)
我们考虑两棵树合并后的直径。
不经过新加的边：其中一棵树的直径。
经过新加的边：每棵树中距离这两个点最远的点到这两个点的路径加上新加
的边。
注意到一棵树中距离一个点最远的点一定是任意直径的一个端点。
关于查询两点距离，dis(𝑢, 𝑣) = dis(𝑢, lca(𝑢, 𝑣)) + dis(𝑣, lca(𝑢, 𝑣))。

我们可以离线后建出最后的森林，直接在最后的森林上查询距离即可。
如果需要在线，请考虑 LCT。
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例题

Problem (森林的直径)
给你一个森林。要求支持动态加边，维护直径。可以离线。
要求时间复杂度 𝑂((𝑛 + 𝑞) log 𝑛)。

Solution (森林的直径)
我们考虑两棵树合并后的直径。
不经过新加的边：其中一棵树的直径。
经过新加的边：每棵树中距离这两个点最远的点到这两个点的路径加上新加
的边。
注意到一棵树中距离一个点最远的点一定是任意直径的一个端点。
关于查询两点距离，dis(𝑢, 𝑣) = dis(𝑢, lca(𝑢, 𝑣)) + dis(𝑣, lca(𝑢, 𝑣))。

我们可以离线后建出最后的森林，直接在最后的森林上查询距离即可。
如果需要在线，请考虑 LCT。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Problem (CF1045C Hyperspace Highways)
给一张 𝑛 个点 𝑚 条边的图，保证若有一个环，一定是完全子图，多次

询问两个点之间的最短路径长度

Solution (CF1045C Hyperspace Highways)
由于直接缩点细节可能较多，我们使用圆方树，然后赋权求树上路径长

度即可：即 𝑢 到 lca(𝑢, 𝑣) 的路径长度加上 𝑣 到 lca(𝑢, 𝑣) 的路径长度。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Problem ([NOIP2013D1T3] 货车运输)
A 国有 𝑛 座城市，编号从 1 到 𝑛，城市之间有 𝑚 条双向道路。每一

条道路对车辆都有重量限制，简称限重。现在有 𝑞 辆货车在运输货物，司机
们想知道每辆车在不超过车辆限重的情况下，最多能运多重的货物。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Solution ([NOIP2013D1T3] 货车运输)
显然 𝑢 到 𝑣 的链可以拆分成 𝑢 到 lca(𝑢, 𝑣) 的链和 lca(𝑢, 𝑣) 到 𝑣

的链。
因此我们可以将链拆成两部分后通过任意一种方法处理。
（注：树链剖分并没有显式地求 LCA，但是实际上也拆成了很多条链，

其中一些为 𝑢 到 lca(𝑢, 𝑣) 的链拆分成，另一些由 lca(𝑢, 𝑣) 到 𝑣 的链拆分
成。）
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Problem ([AHOI2008] Meet 紧急集合)
给你一棵树，和 3 个结点，要你找到树上的一个点，使得三个点到这个

点的距离和最小，并输出个距离
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Solution ([AHOI2008] Meet 紧急集合)
显然选择的点在这三个点之间的路径上。如果只在 𝑎 到 𝑏 和 𝑎 到 𝑐 的

路径上，那么我们可以往 𝑏 到 𝑐 的路径移动一条边，显然答案会减少 1。因
此，答案为三条两两间路径的交点。

通过分类讨论，我们可以发现，肯定会有两个点对的 lca 相同，那么第
三个 lca 就是所求点。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Problem (CF1051F The Shortest Statement)
给出一张 𝑛 个点 𝑚(𝑚 − 𝑛 ⩽ 20) 条边的无向图，𝑞 询问两点之间的最

短路。
𝑛, 𝑚, 𝑞 ⩽ 105

Solution (CF1051F The Shortest Statement)
这个无向图为一棵树加上至多 21 条非树边，共最多连接 42 个点，我们求

出它们到所有点的最短路后，任意点的图上最短路一定为树上路径或经过一个特
殊点，枚举即可，如使用一般堆优化的 dijkstra 与 𝑂(𝑛 log 𝑛) − Θ(log 𝑛)
的 lca 则时间复杂度为 Θ(𝑛(𝑚 − 𝑛) log 𝑚 + 𝑞(𝑚 − 𝑛 + log 𝑛))。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

例题

Problem (CF1051F The Shortest Statement)
给出一张 𝑛 个点 𝑚(𝑚 − 𝑛 ⩽ 20) 条边的无向图，𝑞 询问两点之间的最

短路。
𝑛, 𝑚, 𝑞 ⩽ 105

Solution (CF1051F The Shortest Statement)
这个无向图为一棵树加上至多 21 条非树边，共最多连接 42 个点，我们求

出它们到所有点的最短路后，任意点的图上最短路一定为树上路径或经过一个特
殊点，枚举即可，如使用一般堆优化的 dijkstra 与 𝑂(𝑛 log 𝑛) − Θ(log 𝑛)
的 lca 则时间复杂度为 Θ(𝑛(𝑚 − 𝑛) log 𝑚 + 𝑞(𝑚 − 𝑛 + log 𝑛))。
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1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分

6 树链剖分

7 LCA

8 其他算法注解

min-max 容斥

倍增思想

±1 RMQ 问题

圆方树
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min-max 容斥

1 简单树上搜索

2 树的直径

3 树形动规

4 DFS 序

5 树上差分
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7 LCA

8 其他算法注解

min-max 容斥
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

min-max 容斥

𝐸(max(𝑆)) = 𝐸 (∑
𝑇 ⊆𝑆

(−1)|𝑇 |+1 min(𝑇 )) = ∑
𝑇 ⊆𝑆

(−1)|𝑇 |+1𝐸(min(𝑇 ))

（我们规定 min(∅) = 0，即上式忽略 𝑇 为 ∅ 的情况。）

Proof (min-max 容斥)
设 min(𝑇0) 在 𝑆 中有 𝑘 个数比它大。
𝑘 = 0：显然只有 𝑇 = {min(𝑇0)} 时产生 1 的贡献。
𝑘 > 0：那么只有 2𝑘 个 𝑇 使得 min(𝑇0) 产生贡献，其中 2𝑘−1 个集合
产生 −1 的贡献，有 2𝑘−1 个集合产生 1 的贡献。两者相互抵消。
即 ∑𝑇 ⊆𝑆(−1)|𝑇 |+1 min(𝑇 ) = max(𝑆)，证毕。
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min-max 容斥

𝐸(max(𝑆)) = 𝐸 (∑
𝑇 ⊆𝑆

(−1)|𝑇 |+1 min(𝑇 )) = ∑
𝑇 ⊆𝑆

(−1)|𝑇 |+1𝐸(min(𝑇 ))

（我们规定 min(∅) = 0，即上式忽略 𝑇 为 ∅ 的情况。）
Proof (min-max 容斥)

设 min(𝑇0) 在 𝑆 中有 𝑘 个数比它大。
𝑘 = 0：显然只有 𝑇 = {min(𝑇0)} 时产生 1 的贡献。
𝑘 > 0：那么只有 2𝑘 个 𝑇 使得 min(𝑇0) 产生贡献，其中 2𝑘−1 个集合
产生 −1 的贡献，有 2𝑘−1 个集合产生 1 的贡献。两者相互抵消。
即 ∑𝑇 ⊆𝑆(−1)|𝑇 |+1 min(𝑇 ) = max(𝑆)，证毕。
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倍增思想
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7 LCA
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min-max 容斥

倍增思想

±1 RMQ 问题

圆方树

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 157 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

倍增思想

在维护可合并的静态数据时，我们通常使用倍增。

即对于存在（快速的）merge 和 advance 满足
𝑓(𝑖, 𝑎+𝑏, args) = merge(𝑓(𝑖, 𝑎, args), 𝑓(advance(𝑖, 𝑎), 𝑏, args))
时（args 表示其他状态信息），我们可以预处理出对于所有的
𝑖, 𝑘, args 的对应 𝑓(𝑖, 2𝑘, args)，然后对每次查询的 𝑂(log 𝑛) 个状
态进行合并。
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简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

倍增思想

ST 表

在线静态区间最小值（在线 RMQ）问题：我们需要在线回答
若干次区间最小值的查询，期间不进行修改操作。（在此类问题中，
− 前后分别连接预处理时间复杂度和单次查询时间复杂度，如一般
的线段树为 Θ(𝑛) − Θ(log 𝑛)。）

ST 表常用于要求时间复杂度为 Θ(𝑛 log 𝑛) − Θ(1) 的情境中。
我们考虑 𝑓(𝑖, 𝑗) 表示区间 [𝑖, 𝑖 + 𝑗) 的最小值。
显然我们可以发现 𝑓(𝑖, 𝑎 + 𝑏) = min(𝑓(𝑖, 𝑎), 𝑓(𝑖 + 𝑎, 𝑏))，那

么我们只需预处理出 𝑓(𝑖, 2𝑘) 就可以完成 Θ(𝑛 log 𝑛) − Θ(log 𝑛)。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 159 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.
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倍增思想

ST 表

我们考虑 𝑓(𝑖, 𝑗) 表示区间 [𝑖, 𝑖 + 𝑗) 的最小值。
但是最小值有一个比较特殊的性质，

𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑑, 𝑑) (𝑐 + 𝑑 ⩾ 𝑏)，即我们只需要合并
的每个区间的并集为所查询的区间即可，并不需要保证每个数被覆盖
且仅被覆盖一次。

若 2𝑘 ⩽ 𝑏 ⩽ 2𝑘+1，则
𝑓(𝑎, 𝑏) = min(𝑓(𝑎, 2𝑘), 𝑓(𝑎 + 𝑏 − 2𝑘, 2𝑘))。我们可以使用
bit_width(b)-1(C++20) 或 31-__builtin_clz(b) 来得到 𝑘。

由于这两者是 Θ(1) 的（内置的），我们可以做到
Θ(𝑛 log 𝑛) − Θ(1) 的在线 RMQ 做法。
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±1 RMQ 问题
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±1 RMQ 问题

Problem (±1 RMQ 问题)
对于一个满足 |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖| = 1 的数列 {𝑎𝑖}：
用 𝑂(𝑛) 的时间复杂度进行预处理：init(a,n)。
用 𝑂(1) 的时间复杂度进行查询区间最小值及其位置：minimum(l,r)。

差分数列：{𝑢𝑖} 的差分数列 {𝑣𝑖} 满足
∀𝑖 ∈ [1, 𝑛) ∩ ℕ, 𝑣𝑖 = 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖。

我们将其平均分块，每一块的块大小为 𝑙(𝑙 ∈ [1, 𝑛] ∩ ℕ)。
我们预处理时显然可以 Θ(𝑛) 求出每一个块的最小值及其位

置。（单块 Θ(𝑙) 处理即可）
然后对块间最小值及其位置用 ST 表进行预处理，时间复杂度

Θ (𝑛
𝑙 log 𝑛

𝑙 ) = Θ (𝑛
𝑙 (log 𝑛 − log 𝑙)) = Θ (𝑛 log 𝑛

𝑙 )。

符水波 宁波市镇海中学

树上搜索 162 / 166



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

简单树上搜索 树的直径 树形动规 DFS 序 树上差分 树链剖分 LCA 其他算法注解

±1 RMQ 问题

由于一个序列 {𝑢𝑖} 的最小值的位置可以由差分数列 {𝑣𝑖} 唯一确
定，而因为 {𝑎𝑖} 的差分数列任意下标对应值为 ±1，因此所有块最多
有 min(2𝑙−1, 𝑛) 种情况，我们可以对每一种情况的每一个区间进行预
处理答案，时间复杂度 Θ(𝑙2 min(2𝑙−1, 𝑛))。

综上所述，预处理时间复杂度为 Θ (𝑛 log 𝑛
𝑙 + 𝑙2 min(2𝑙, 𝑛))。

对于同块的区间，直接查询预处理时处理出来的答案，时间复杂
度 Θ(1)。
对于跨块的区间，我们可以先对中间整块的部分在 ST 表中查询，
然后在对两边一块内的部分按同块区间查询，时间复杂度 Θ(1)。
综上所述，查询时间复杂度为 Θ(1)。
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±1 RMQ 问题

由上可知，查询时间复杂度恒为 Θ(1)，因此只需使预处理时
间复杂度满足为 𝑂(𝑛) 即可。

取块大小 𝑙 = Θ(log 𝑛) 且满足 2𝑙𝑙2 = 𝑂(𝑛) 即可满足 𝑂(𝑛)
的时间复杂度，常取 𝑙 = ⌊ log 𝑛

2 ⌋。
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圆方树

对于图中所有点双进行缩点，将缩出来的树上的点称为方点，
原先图上的点称为圆点，然后我们把缩点后的树中每一个方点与对
应圆点相连，最后形成的树就是圆方树（方点之间按缩点后树连边，
圆点之间不连边），通常用来解决一些涉及图上涉及点双（边双也
可使用类圆方树方式）类问题。
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