
概率与期望

daklqw

Zhenhai High School

August 4, 2023

daklqw (Zhenhai High School) 概率与期望 August 4, 2023 1 / 69



前言

前言

OI 中概率论部分一般只要求掌握基本的定义和性质。
主要考察动态规划以及数据结构等知识的功底。

这次讲课会带点形式化的内容，可能需要点微积分和集合论的知识
来辅助理解。
但是是属于拓展内容，相信大家打 OI 应该用不到，所以大家也不

必产生符号恐惧。
不过我觉得对深入的理解还是有帮助的，毕竟省选往上，OI 有不少

是数学。
然后水平有限，写出的内容可能不严谨，请多包涵。

daklqw (Zhenhai High School) 概率与期望 August 4, 2023 2 / 69



概率 样本空间与事件

样本空间与事件

假设有一个试验，重复这个试验，会产生不同的结果且不能确定这
个结果，那么称这个试验为随机试验。

随机试验所有可能产生的、不能再细分的结果，称为基本结果。
由所有基本结果组成的集合，称为样本空间。
样本空间的任一子集称为事件。
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概率 样本空间与事件

由所有基本结果组成的集合，称为样本空间。
例如，有一个盒子，里面一共有六个球：

编号为 1, 2, 3 的 红球，

编号为 4, 5, 6 的 蓝球，

随机地从盒子里取一个球，一共有六种结果。
那么样本空间是 {1, 2, 3, 4, 5, 6}。
样本空间的任一子集称为事件。
子集 {1, 2, 3} 对应事件“取出了一个红球”。
子集 {1, 3, 5} 对应事件“取出了一个编号为奇数的球”。
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概率 样本空间与事件

事件的形式化定义

Definition (事件)
设 F 是一个集合 Ω 的一些子集组成的集合，满足

1 Ω ∈ F .
2 ∀A ∈ F，那么 A := Ω \ A ∈ F .

3 对任意列 Ai ∈ F，那么
+∞⋃
i=1

Ai ∈ F .

那么称 F 为事件体，称 A ∈ F 为事件，称 A 为 A 的逆事件。
特别地，称 Ω 为必然事件，∅ 为不可能事件。
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概率 样本空间与事件

Ω 可以看作是样本空间。

1 Ω ∈ F .
2 ∀A ∈ F，那么 A := Ω \ A ∈ F .

3 对任意列 Ai ∈ F，那么
+∞⋃
i=1

Ai ∈ F .

这三条说明，事件对于可数无穷多次以内的交、并、补运算是封闭
的。
对于两个事件 A,B，可以用 AB = A ∩ B 表示两个事件的交。
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概率 概率

概率

概率是用一个实数来衡量一个事件发生的可能性大小。事件的概率
值可以看成事件为自变量的函数值。
例如，盒子里有六个球：{1, 2, 3, 4, 5, 6}，如果取到每个球的可能性

是一样的，那么去一个球是红色的概率便是 50% = 0.5。
概率的大小被限制在 [0, 1]。
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概率 概率

概率

Definition (概率)
概率 P : F → R 是满足下面三个条件的函数：

1 ∀A ∈ F , 0 ≤ P(A) ≤ 1.
2 P(Ω) = 1.
3 对于任意两两不交的列 Ai ∈ F，有

P
(

+∞⋃
i=1

Ai

)
=

+∞∑
i=1

P(Ai).

三元组 (Ω,F ,P) 称为概率空间。
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概率 概率

对于任意两两不交的列 Ai ∈ F，有

P
(

+∞⋃
i=1

Ai

)
=

+∞∑
i=1

P(Ai).

注意到第三条要求两两不交。其实对于有交的 Ai 来计算 P(∪Ai)
可以通过容斥原理（这里要求 Ai 是有限的）：

P
( n⋃

i=1

Ai

)
=

∑
S⊆{1,...,n},S ̸=∅

(−1)|S|P
(⋂

i∈S
Ai

)
.
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概率 概率模型

古典概率模型

如果一个试验只有有限个基本结果，且每个基本结果出现的可能性
是一样的，那么这样的模型称为古典概率模型。

此时一个事件 A 发生的概率就是 P(A) =
|A|
|Ω|
。

例如在一个有着有限球的盒子里等概率随机拿一个球，这样的试验
模型就是古典概率模型。
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概率 概率模型

几何概率模型

当 Ω 是空间中的一个区域，对于事件 A，有 P(A) =
µ(A)

µ(Ω)
，其中 µ

是其测度（例如面积、体积等），那么将这个模型称为几何概率模型。
和古典概型相比，其 Ω 是不可列的。但是仍然是均匀分布的。
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概率 概率模型

Definition (事件的独立性)
称事件 A 和事件 B 相互独立，如果

P(AB) = P(A)P(B)

易知任意事件 A 和 ∅,Ω 独立。

Property
若 A 和 B 相互独立，那么 A 和 B 相互独立。
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概率 OI 中计算概率

OI 中的概率计算

虽然说概率是个实数，但是实数在某些状态数巨大问题中很容易产
生误差，所以部分题目会采用取模的方式，例如在模素数 P 域下进行计
算。
一般来说，OI 中出现的模型是古典概率模型。此时概率可以表示成

有理数之比
a
b 的形式。

模素数 P 的情况下，如果 b 非零，则一定存在逆元 b−1，则该概率
在模 P 意义下就是 ab−1。
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概率 OI 中计算概率

简单给一下逆元计算方法

一种是通过费马小定理，使用快速幂计算 aP−2 得到。
一种是使用 exgcd。
还有一种是通过递推的方式，有 i−1 = −

⌊
P
i

⌋
(p mod i)−1。

如果不会写，可以去参考 OI-Wiki 的乘法逆元部分。
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概率 Luogu P2111 考场奇遇

Example (考场奇遇)
Alice 和 Bob 去参加一场考试，一共有 n 道判断题。
Alice 考完后和 Bob 对了答案，知道了自己有哪些题目作答和他相同，
哪些不同。
现在已知 Bob 每道题的作答正确的概率是 p%，求 Alice 作答正确至少
m 道题的概率。
要求 O(n2) 时间复杂度。
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概率 Luogu P2111 考场奇遇

Bob 每道判断题正确概率是 p%，求 Alice 至少对 m 道题的概率。
对于作答相同的题目，Alice 正确当且仅当 Bob 正确。
对于作答不同的题目，Alice 正确当且仅当 Bob 错误。
所以这里的基本事件，是 Bob 在第 i 道题上作答正确/错误，对应

事件 Ti/Fi。目前已知 P(Ti) = p,P(Fi) = 1− p。
不同题目作答是否正确是相互独立的，同一道题目的 Ti 和 Fi 也是

不交的。
所以很容易计算出一种作答状态对应的概率。例如

P(T1F2F3) = p(1− p)2。
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概率 Luogu P2111 考场奇遇

不同题目作答是否正确是相互独立的，同一道题目的 Ti 和 Fi 也是
不交的。
这说明可以枚举满足条件（Alice 正确至少 m 道）的作答情况，来

计算出答案。
由独立性，可以通过 DP 计算前 i 道题，Alice 对 j 道的概率 fi,j。
并且枚举第 i + 1 道题对应的事件，由独立性追加到 fi,j 对应的事件

上，转移到 fi+1,j 和 fi+1,j+1 上。
这样就做到了 O(n2) 时间复杂度。
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概率 Luogu P2111 考场奇遇

令 k 为两人相同的题数，那么 n − k 为不同的题数。其实可以直接
使用组合数枚举相同的题中有哪些正确，不同的题中有哪些正确：

Ans =
k∑

a=0

n−k∑
b=0

[a + b ≥ m]

(
k
a

)(
n − k

b

)
pa+n−k−b(1− p)b+k−a.

通过预处理组合数同样可以做到 O(n2) 时间复杂度。
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概率 Luogu P2111 考场奇遇

由独立性，可以通过 DP 计算前 i 道题，Alice 对 j 道的概率 fi,j。
实际上这 DP 对应着生成函数

(1− p + px)a(p + (1− p)x)b.

通过类似于背包的计算方法同样可以做到 O(n2) 时间复杂度。
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概率 LOJ #2540.「PKUWC2018」随机算法

Example (「PKUWC2018」随机算法)
给定一张无向简单图，用以下算法尝试求图 G = (V,E) 的最大独立集
S：

1 等概率随机一个 1 . . .n = |V| 的排列 p。
2 维护答案集合 S，一开始 S = ∅。
3 按照 i = 1 . . .n 的顺序，检查 S ∪ {pi} 是否是一个独立集，如果是
就令 S = S ∪ {pi}。

求最后的 S 得到原图最大独立集的概率。
数据范围：1 ≤ n ≤ 20。

讲个故事，当年整场比赛全是计数题。
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概率 LOJ #2540.「PKUWC2018」随机算法

只要求出最大独立集，以及相应的达成方式数即可，因此考虑状态
压缩 DP。
记“已经使用了集合 S 中的点后独立集大小为 k”的方案数为 fS,k。
考虑 DP 顺序，如果通过记录点集，再一个个加点转移，则需要记

录有哪些点被加到独立集中。
所以考虑改变转移顺序，让每次被转移的点都能扩大独立集。这只

需要一次性加入被转移的点及其周围的点就能做到。
然后需要安排这些点的位置：整个排列最靠前的空位必须填入被转

移点，剩下位置随意填其周围没被加入过的点。
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概率 LOJ #2537.「PKUWC2018」Minimax

Example (「PKUWC2018」Minimax)
给定一棵 n 个点的有根树，定义点 x 的权值为：
如果 x 没有子节点，那么其权值在输入给出（保证输入的权值互不
相同）。

如果 x 有子节点，那么其权值有 px 的概率是它子节点权值的最大
值，有 1− px 是子节点权值的最小值。

对于根节点权值所有可能的结果求出其概率。
数据范围 n ≤ 3× 105,wi ≤ 109, px > 0。
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概率 LOJ #2537.「PKUWC2018」Minimax

先考虑简单情况，假设一个节点至多有两个子节点。
对于一个有子节点的节点，在计算出其子节点可能的权值后，其权

值集合是子节点权值的并集。
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概率 LOJ #2537.「PKUWC2018」Minimax

容易发现，对于有子节点的节点 x，取最小和取最大的情况类似，
所以只讨论取最小值。
在枚举 x 的权值是 v 时，这个 v 一定对应了其中一个子节点 y。
这对应了 y 的权值是 v，所以只需要枚举另一个子节点 z 的权值就

可以枚举出 x 的权值是 v 时所有的情况。
这里只要求 z 中选的权值是大于 v 的，最终概率为 y 选 v 的概率乘

上 z 选 > y 的概率。
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概率 LOJ #2537.「PKUWC2018」Minimax

这里只要求 z 中选的权值是大于 v 的，最终概率为 y 选 v 的概率乘
上 z 选 > y 的概率。
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概率 LOJ #2537.「PKUWC2018」Minimax

这里就得出了一个 O(n2) 的树形 DP 做法，因为考虑权值列表的两
两合并，每对点只会在其最近公共祖先处产生合并。
对于多叉树，可以用上述方法将子节点依次合并。

每个节点合并的结果是 px 倍的按最大值合并的结果，加上 1− px
倍的按最小值合并的结果。
所以上述过程很容易地拓展到了原题上。

但是 n 很大，O(n2) 远远不够，这就要用到线段树合并。
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概率 LOJ #2537.「PKUWC2018」Minimax

在上述的计算中，利用到了前后缀的信息，而线段树的分治过程中
正好可以维护：

通过动态开点的线段树，以权值为键以概率为值存状态，线段树节
点数的性质保证了最终复杂度。
在合并的过程中，同时维护 [0, l) 和 (r,+∞) 的部分和信息，即可

完成转移。至此计算过程被优化到了 O(n log n) 时间复杂度。
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概率 LOJ #2541.「PKUWC2018」猎人杀

Example (「PKUWC2018」猎人杀)
有 n 个猎人，每个猎人有 wi 的仇恨度。每个猎人死后必须开一枪，并
且被射中的人也会死。
每个猎人死后，假设活着的猎人有 [i1, . . . , im]，那么有

wik∑m
j=1 wij

的概率

向猎人 ik 开枪。
按照仇恨度带权随机向一个猎人开枪以开始。由于开枪的连锁反应会导
致最终所有猎人死亡，求 1 号猎人最后一个死的概率。

数据范围 1 ≤
n∑

i=1

wi ≤ 105。答案模 998244353。
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概率 LOJ #2541.「PKUWC2018」猎人杀

棘手之处是活着的猎人列表会变，难以直接处理。
注意到题目中求 1 号猎人最后一个死的概率，可以发现：

如果开枪时不考虑目标是否活着，而是任意开枪，打到死人死人也
会接着开枪，那么答案不会变。

因为这和挑到一个活人开枪的概率是一样的。

这个概率相同是因为最后总会有个死人打活人，而打活人只在活人
列表里随机。

这使得我们可以将被开枪序列抽象为，前 k 次打编号 2 . . .n 里的猎
人，第 k + 1 次打编号为 1 的猎人。
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概率 LOJ #2541.「PKUWC2018」猎人杀

序列抽象为，前 k 次打编号 2 . . .n 里的猎人，第 k + 1 次打编号为
1 的猎人。

但是会有一个问题，有可能这前 k 次存在猎人一次没被打到，那么
1 就不可能最后一个死。

为了处理这种情况，使用容斥原理计算（令 W =

n∑
i=1

wi）：

Ans =
∑

S⊆{2,...,n}
(−1)|S|

+∞∑
k=0

(W − w1 −
∑

i∈S wi
W

)k w1

W .

注意到后者是一个等比数列求和，其值只与
∑
i∈S

wi 相关，还会带上

(−1)|S| 的容斥系数。所以只需要求出多项式
n∏

i=2

(1− xwi) 即可。使用分

治 FFT 即可做到 O(W log2 W)。
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条件概率 条件概率

Definition (条件概率)
设事件 A,B ∈ F 且 P(A) > 0，记

P(B|A) =
P(AB)

P(A)

为已知事件 A 发生条件下，事件 B 发生的条件概率。

条件概率将概率限制在了一个新的概率空间中。
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条件概率 条件概率

根据条件概率可以写出条件概率的乘法公式：

Theorem (条件概率的乘法公式)
对于 A,B ∈ F，若 P(A) > 0，那么：

P(AB) = P(A)P(B|A).

可以做以下拓展

Theorem (条件概率的一般乘法公式)
对于 Ai ∈ F，若 P(A1A2 . . .An) > 0，那么：

P(A1A2 . . .An) = P(A1)P(A2|A1) . . .P(An|A1A2 . . .An−1).
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条件概率 全概率公式

Definition (完备事件群)
称有限多个或者无穷可列多个事件 {Ai} 为 Ω 的完备事件群，如果：

1 对于任意 Ai，有 Ai ∈ F ,P(Ai) > 0,
2
⋃

i
Ai = Ω,

3 Ai 两两不交。

即 Ai 构成 Ω 的一组分割。
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条件概率 全概率公式

Theorem (全概率公式)
对于 B ∈ F 以及完备事件群 {Ai}，有：

P(B) =
∑

i
P(Ai)P(B|Ai).

全概率公式.

B = BΩ =B
(⋃

i
Ai

)
=
⋃

i
BAi,

P(B) = P
(⋃

i
BAi

)
=
∑

i
P(BAi) =

∑
i

P(Ai)P(B|Ai).
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条件概率 贝叶斯公式

P(B) =
∑

i
P(Ai)P(B|Ai).

全概率公式意思就是，在计算一个事件的概率时，可以使用一个概
率空间的划分来枚举该事件的所有前提。

Theorem (贝叶斯公式 (Bayes’ theorem))
对于 B ∈ F 以及完备事件群 {Ai}，有：

P(Ai|B) =
P(AiB)

P(B)
=

P(Ai)P(B|Ai)

P(B)
=

P(Ai)P(B|Ai)∑
k P(Ak)P(B|Ak)
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条件概率 【北大集训 2019】N 门问题

Example (三门问题)
有三扇门，其中一扇背后有奖，剩下两扇没奖，你需要挑出那一扇有奖
的门。
当你选定了一扇门后，主持人会打开另一扇没有奖的门。在这之后你有
一次改变选择的机会，请问改变选择会增加最后获奖的概率吗？

假设一开始选的门为 A，被开的门为 B，剩下门 C。
设 Y 为选出 B 门没奖的事件，Z 为 C 门有奖的概率。因为概率空

间限制于选了 A 门之后，则由贝叶斯公式：

P(Z|Y) =
P(Z)P(Y|Z)

P(Y)
=

1
3 · 1
1
2

=
2

3

则改变选择真的会增加获奖的概率。
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条件概率 【北大集训 2019】N 门问题

Example (N 门问题)
Alice 来参加节目，主持人给出 n 扇门，其中一扇门有奖。
当 Alice 选择一扇门但不打开，主持人会在所有门除了 Alice 目前选

择的以及有奖的门中随机开一扇门打开。然后 Alice 会在所有没开的门
中再次选择一扇她认为获奖概率最高的（如果有多个就等概率随机选择
一扇），然后主持人重复操作……
这样两人不断选择知道剩下两个门，Alice 会选择一扇概率更高的门

作为最终选择。
现在 Bob 来当主持人暗箱操作，他会选择性地开门使得 Alice 最终

中奖概率最小。而 Alice 不知道主持人在针对她，认为主持人等概率随
机开门。
问 Bob 在使用最佳策略时，Alice 获奖的概率。
数据范围：n ≤ 1018。
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条件概率 【北大集训 2019】N 门问题

先考虑理解题意，设计一个暴力枚举过程：Alice 内心有个对于每个
门的概率表。
每次 Alice 选择概率最大的那个（若有多个可以枚举），然后 Bob

枚举选择哪个没奖的展示。
在 Bob 展示后因为 Alice 认为 Bob 是随机选的，所以 Alice 会使用

条件概率来计算各门新的概率。
这样的过程是可以递归的，也就是可以通过 dfs 知道对于 Bob 来说

什么样是最优的决策，以计算出 Alice 获奖的概率。
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条件概率 【北大集训 2019】N 门问题

对于一轮中，设 Xi 为第 i个门有奖，并假设 1是 Alice这轮开的门。
设 Z 为 Bob 在目前能选的门等概率随机选出了一个没有奖的。假

设现在有 m 个门没开（在 Bob 这轮开之前）。
之前发生的所有事件将概率限定在了概率空间 (Ω,F ,PY) 中，根据

贝叶斯公式：

PY(Xi|Z) =
PY(Xi)PY(Z|Xi)∑
k PY(Xk)PY(Z|Xk)

而 PY(Z|Xi) =
1

m − 2 + [i = 1]
，于是在 Bob 开门后 Alice 内心的概

率表可以通过之前的概率表得到。
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条件概率 【北大集训 2019】N 门问题

但是搜索太慢了，对于 n ≤ 1018 根本没办法跑，尝试优化。
注意到 Alice 概率表的变化实际上是选择一个概率最大的门，将其

概率变小（乘上一个系数）。由归纳知，其实它是最小的。
如果剩下两个门时，正确的门正好是概率最小的，也就是控制正确

的门被 Alice 选的时间，就可以让 Alice 失败。
如果 n 足够大，因为概率表元素相对顺序的改变量是两倍于操作

的，那么 Bob 可以操控正确门相对概率更大或更小门的数量，根据奇偶
性等给 Alice 最终安排到错误的门。（因为 Bob 可以选门删掉，这使得
有简单的策略实现这个）
经过打表试验，当 n > 10，Alice 就完全赢不到了。
（据考场上的选手说，打表找规律，然后暴力跑着跑着发现 n > 10

答案就变成 0 了）
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期望 随机变量

随机变量与数学期望

Definition (示性函数)
设 (Ω,F ,P) 为概率空间，对于事件 A ∈ F，其示性函数为：

IA(ω) =

{
1, ω ∈ A,

0, ω /∈ A.

Definition (随机变量)
称样本空间 Ω 上的实值函数 X : Ω → R 为 (Ω,F) 上的随机变量。

daklqw (Zhenhai High School) 概率与期望 August 4, 2023 41 / 69



期望 随机变量

Definition
对随机变量定义运算

X ≤ x := {ω ∈ Ω|X(ω) <= x}

由事件体 F 对至多可数无穷多次交并补运算是封闭的，所以可以
定义：

X < x :=

+∞⋃
n=1

(
X ≤ x − 1

n

)
,

X = x :=(X ≤ x)− (X < x),
X ≥ x :=Ω− (X < x).

一般的，对于 S ⊆ R, 有

X ∈ S := {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ S}
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期望 两种随机变量

离散型随机变量和连续型随机变量

Definition (离散型随机变量、分布与分布列)
若一个随机变量可以去至多可数无穷多个值，则称之为离散型随机变量
（discrete random variable）。
设 xi 是离散型随机变量所有可能的取值，令 pi = P(X = xi)，则称 {pi}
为 X 的分布，称矩阵 [

x1 x2 . . . xn (. . . )
p1 p2 . . . pn (. . . )

]
为 X 的分布列。
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期望 两种随机变量

Definition (连续型随机变量与概率密度函数)
对于随机变量 X，若存在可积函数 f(x) 使得

P(X ≤ x) =
∫ x

−∞
f(x)dx,

则称 X 为连续型随机变量（continuous random variable），称这个 f(x)
为 X 的概率密度函数（probability density function）。

概率密度函数对初学者可能有点反直觉，其意思是 dx 区间内有
f(x)dx 的概率。
除了这两种随机变量，还有混合型的，这里不再介绍。
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期望 两种随机变量

分布函数

Definition (分布函数)
设 X 为概率空间 (Ω,F ,P) 上定义的随机变量，称

FX(x) := P(X ≤ x)

为 X 的分布函数（distribution function）。

随机变量与分布函数用实值函数刻画了随机现象，
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期望 期望

Definition (数学期望)
设随机变量 X 的分布函数为 FX(x)，定义其数学期望（expectation）为
（若积分绝对可积）：

E[X] =

∫ +∞

−∞
x dFX(x).

对于离散型随机变量，该积分为：

E[X] =
∑

i
xipi.

对于连续性随机变量，该积分为：

E[x] =
∫ +∞

−∞
x fX(x)dx.

期望在 OI 的概统题中极其常见，大量的题是让你求期望的。

daklqw (Zhenhai High School) 概率与期望 August 4, 2023 46 / 69



期望 期望

Property (期望的性质)
1 对于常函数 C，E[C] = C.

2 线性性：E[λX + µY] = λE[X] + µE[Y].

3 给定两两独立的 X1, . . . ,Xn，有 E[X1X2 . . .Xn] =
n∏

i=1

E[Xi].

4 ∀x ∈ R,E[(X − EX)2] ≤ E[(X − x)2].

线性性尤其重要，经常被拿来解题。
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期望 期望

Example
在游戏 Noita 中有一个物品叫闪耀魔球，你踢一脚有以下情况可能发生：

1 1/26 概率，你不会获得金钱。

2 8/26 概率，你会获得 10 金钱。

3 15/26 概率，你会获得 20 金钱。

4 1/26 概率，你会获得 100 金钱。

5 1/26 概率，你会获得 200 金钱。

问踢一脚期望获得多少金钱？

构造离散型随机变量 X(ω) 使其值为事件对应金钱数，则期望为：

E[X] =
1

26
· 0 + 8

26
· 10 + 15

26
· 20 + 1

26
· 100 + 1

26
· 200 =

340

13
≈ 26.154.
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期望 期望

Example
一个 k 面骰子，不断骰直到骰到 1，骰的次数的期望是 k。

考虑事件 Ai 表示第 i 次才骰到 1，其概率为

(
k − 1

k

)i−1 1

k。

构造离散型随机变量使得 X(Ai) = i。那么期望次数是：

E[X] =

+∞∑
i=1

i
(

k − 1

k

)i−1 1

k =
1

k

(
+∞∑
i=1

ixi−1

)
, x → k − 1

k .

其中

+∞∑
i=1

ixi−1 =
d
dx

1

1− x =
1

(1− x)2 , 则期望为
1
k
1
k2

= k.
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期望 期望

Example (NOIP 2018 提高组初赛第 7 题)
在一条长度为 1 的线段上随机取两个点，则以整两个点为端点的线段期
望长度是多少？

首先考虑事件取到长度为 l 的线段，设其权重为 1− l。
则通过带权平均算出每个事件发生的概率密度：∫ 1

0
(1− l)dl = 1

2
，则有概率密度函数 f(l) = 2(1− l).

直接通过数学期望定义的积分：∫ 1

0
2l(1− l)dl =

(
l2 − 2

3
l3
)∣∣∣∣l=1

l=0

=
1

3
.
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期望 Luogu P4316 绿豆蛙的归宿

Example (绿豆蛙的归宿)
给定一张有向无环图，给定唯一起点与唯一终点，保证起点可以到达所
有点，所有点可以到达终点。
每条边有个长度，你需要从起点出发走到终点。
在离开每个点时，假设这个点有 k 条出边，则会在这些出边里等概率选
取一条边走（即概率为

1

k）。求从起点走到终点的路径总长度数学期望
值。
要求线性时间复杂度。
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期望 Luogu P4316 绿豆蛙的归宿

为每条边 e 设一个随机变量 Xe(ω)，当这条边被经过则 Xe(ω) = 1
没有则 Xe(ω) = 0。
此时由期望线性性，可以将所有这些随机变量组合起来，即计算

E
[∑

e
Xe

]
得到题目所有的路径总长度。

此时问题被转化成计算每条边被经过的概率 P(Ae)，P(Ae) 可以由

点被经过概率 P(Bv) 计算，即 Ae =
P(Bv)

d+(v)。
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期望 Luogu P4316 绿豆蛙的归宿

此时问题被转化成计算每条边被经过的概率 P(Ae)，P(Ae) 可以由

点被经过概率 P(Bv) 计算，即 Ae =
P(Bv)

d+(v)。

由有向无环图性质，对于每个点，其所有前趋边被经过的事件以及
“其任何前趋都没有被经过”的事件构成了完备事件群。

根据全概率公式，记前趋边集合为 F，有

P(Bv) =
∑
e∈F

P(Bv|Ae)P(Ae) + P(Bv|Ω− ∪e∈FAe)P(Ω− ∪e∈FAe)

=
∑
e∈F

P(Ae).

按照拓扑序递推即可。
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期望 Luogu P5104 红包发红包

Example (红包发红包)
给一个实数 w0，每轮等概率随机一个 [0,wi−1] 间的实数 xi，令
wi = wi−1 − xi。问 xk 的期望大小。

初始的数对答案是线性影响的，也就是每次随机对结果的期望都是
独立贡献的，也就是做乘积。
所以答案就是

w0

2k。

daklqw (Zhenhai High School) 概率与期望 August 4, 2023 54 / 69



期望 Luogu P5104 红包发红包

Example (红包发红包)
给一个实数 w0，每轮等概率随机一个 [0,wi−1] 间的实数 xi，令
wi = wi−1 − xi。问 xk 的期望大小。

初始的数对答案是线性影响的，也就是每次随机对结果的期望都是
独立贡献的，也就是做乘积。
所以答案就是

w0

2k。

daklqw (Zhenhai High School) 概率与期望 August 4, 2023 54 / 69



期望 Luogu P1365 WJMZBMR 打 osu! / Easy

Example (WJMZBMR 打 osu! / Easy)
给一个由 o, x, ? 三种字符组成的字符串。等概率随机往 ? 里填 o 或 x。
一个字符串的得分是所有极大连续 o 的长度平方和，例如
ooxxxxooooxxx 的得分是 22 + 42 = 20。
求等概率随机填入的情况下，得分的期望值。
数据范围：字符串长度 ≤ 3× 105。
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期望 Luogu P1365 WJMZBMR 打 osu! / Easy

如果直接 DP，则需要记录当前连续 o 长度，显然是不可接受的。
考虑 x2 如何递推地计算：(x + 1)2 = x2 + 2x + 1。
也就是说，只要在 DP 时，对前 i 个字符，存下：

1 后缀为 o 的概率，
2 后缀最长连续 o 长度和期望，
3 后缀最长连续 o 长度平方和期望。
即可递推地转移出 x2 的期望。
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期望 Luogu P1365 WJMZBMR 打 osu! / Easy

实际上根据其组合意义，也可以写出另一种 DP：
极长连续段的平方和，实际上就是在连续段中任意选择两个元素的

方案数。
这样就可以通过 fi,0/1,0/1 这样的状态直接计算出了。

daklqw (Zhenhai High School) 概率与期望 August 4, 2023 57 / 69



期望 Luogu P1850 [NOIP2016 提高组] 换教室

Example (换教室)
给定一张无向带权连通图表示教室，你需要按顺序上 n 节课。每节课在
ai 教室上，如果提出申请换教室，则有 ki 的概率可以通过，如果通过了
你可以在 bi 教室上。
各节课之间你会走最短路，花费是相邻课教室间路径长度之和。即从第
一节课的教室走到第二节的，再走到第三节的……
你可以提出至多 m 个申请。最小化你走的路程期望。
数据范围：n,m ≤ 2000，图点数 ≤ 300。
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期望 Luogu P1850 [NOIP2016 提高组] 换教室

预处理最短路后，只需要 O(nm) 的 DP 设计即可。
很容易设计这样的 DP：对于前 i 节课，记录提出了多少申请，以

及最后一个教室是否换过的情况下，路径长度期望值最小是多少。
在转移的时候，根据相邻两次是否换教室，可以根据换教室是否成

功写出距离的期望公式。
由于期望的线性性，这样累加地转移得到的结果是正确的。
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期望 Luogu P3232 [HNOI2013] 游走

Example (游走)
给定一张无向连通图，有 n 个点 m 条边。
你初始在 1 号点，每一步会等概率随机一条相邻的边并走到另一端点，
直到走到 n 号点。
现在你需要给边编上 1 到 m 的权值，最大化这个过程中你经过边的期
望权值和。
数据范围：n ≤ 500。
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期望 Luogu P3232 [HNOI2013] 游走

很明显，这是需要你求出每条边被经过的期望次数 Ee。先设出每个
点被经过的期望次数 Ev，可以列出以下方程（设 W 是 v 的相邻点）：

Ev =[v = 1] +
∑
w∈W

[w ̸= n] Ew
d(w)

Ee =[u ̸= n] Eu
d(u) + [v ̸= n] Ev

d(v) , e = (u, v)

现在的结构已经无法像之前那样使用递推求出答案。
注意到 n ≤ 500，这说明答案可以直接用高斯消元等解方程手段求

出，然后按照 Ee 排序给边赋权。
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期望 Luogu P3232 [HNOI2013] 游走

为什么可以把期望直接列到方程里？

如果你设出第 k 步在每个点的概率来算期望的话，可以发现期望值
间的关系恰好满足这个方程。
而且如果图连通，这个方程是有唯一解的，这说呢这个方程的解恰

好对应正确的期望值。
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期望 树上随机游走

Example (树上随机游走)
给定一棵无根树，对于每个点求，从这个点出发，每次等概率选择所在
点周围一条边走到另一端点，期望走多少步能走到叶子上。
要求线性时间复杂度（不包含求逆元）。

首先得到“从这个点出发期望走多少步走到叶子上”的方程（对于
叶子有 Ev = 0，设 W 为 v 相邻点的集合）：

Ev =
∑
w∈W

1

d(w)Ew + 1.

在线性时间复杂度情况下难以使用高斯消元，但是变量之间的依赖
使得递推也无法使用。

为了带来点求解的顺序，为这棵树指定一个根。
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期望 树上随机游走
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1
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期望 树上随机游走

Ev =
1

d(v)
∑
w∈W

Ew + 1.

尝试来模拟这个消元过程。注意一些特殊的节点：那些子节点只有
叶子的节点。因为叶子的期望为 0，也就是这个点的期望值只和其父亲
的期望相关，可以表示为 Ev = avEf + bv。
设叶子点集合为 V0，这些特殊点集合为 V1，则可以继续寻找子节

点只有 V0 ∪ V1 的点作为 V2。
对于 V2 中的点，将其在 V1 中的子节点代入自己的方程（即

Ev = cEv + aEf + b），这时候可以移项把等式右边的 c 消掉，发现该点
也变成了 Ev = avEf + bv 的形式。
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期望 树上随机游走

也就是说可以通过把子树全部变成 Ev = avEf + bv 的形式，将自己
也变成这个形式。使用 dfs 完成。
注意到根节点是没有父亲的，也就是计算到根节点的时候，根节点

的期望步数已经确定了。
这个时候就可以从根到叶子逐步代入计算出每个点的期望了。
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期望 Luogu P3750 [六省联考 2017] 分手是祝愿

Example (分手是祝愿)
有 n 个灯和 n 个开关，给出每个灯是否亮着。
每次按第 i 个开关的时候，所有 i 的约数的灯状态会被反转。
为了使所有灯灭掉，执行若干操作：

每一次操作，都等概率随机选择一个开关来操作。

直到存在一种方案使得可以操作小于等于 k 个开关使所有灯灭掉，
此时直接操作 k 次完成目标。

问期望多少次操作可以灭掉所有灯。
数据范围：k ≤ n ≤ 105。
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期望 Luogu P3750 [六省联考 2017] 分手是祝愿

首先注意到操作顺序是可交换的。同时对于一组灯的状态，最快的
关灯方式对应唯一集合。
并且注意到最快操作次数是有上限的，所以现在的问题就变成了一

个链上的随机游走问题。

对于 a 次操作的状态，有 a
n 的概率向 a − 1 走，

n − a
n 的概率向

a + 1 走。
有边界条件 E(Xk) = k。
直接按类似上一题的做法计算，或者直接按照操作数从小到大代入

法解方程也可以。
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期望 LOJ #3391.「2020-2021 集训队作业」大鱼洽水

Example (大鱼洽水)
给定一棵边仙人掌（每条边至多在一个简单环上），从一个点出发，每次
等概率选择所在点周围一条边走到另一端点。
对每个点求，如果这个点作为起点，期望走多少步能走到指定点集的任
意一点上？要求线性时间复杂度（不包含求逆元）。
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期望 LOJ #3391.「2020-2021 集训队作业」大鱼洽水

考虑和树上随机游走类似的做法，现在需要额外解决环上随机游走
的问题。
环上变成了 fv = avfLv + bvfRv + cv。
如果指定了环的根 w，可以将 w 看作类似于“环的父节点”的角色

（在“点双连通分量”中也是如此）。
而这个 w 一般下面挂着多个环，比较复杂。所以在环的计算中尝试

规避。将其值设为未知数 x。
将 x 代入 w 下面挂着的环，环中元素失去了与环根的依赖，成了条

链。使用树上的做法能够轻松将环两端点的方程表示成仅与 x 相关的式
子。
将所有这样两端点的式子代入 x 的方程，即可将 x 化为与父节点或

父环相关的形式。递推到根后将值逐个代入即可计算出答案。
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