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基本定义

质数

Definition 1.1 (质数 & 合数)

对于一个 > 1 的正整数 n，如果它只有两个因子 1,n，则称 n 为质数（素数），
否则称 n 为合数。

由素数定理，1 ∼ n 之间的质数个数是 O
(

n
log n

)
的。
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基本定义

算术基本定理

Theorem 1.1 (算术基本定理（正整数唯一分解定理）)

对于任意正整数 A，存在唯一一个集合 {(p1, q1), (p2, q2), · · · , (pn , qn)} 满足
A =

n∏
i=1

pqi
i ，其中 pi 是质数，qi 是正整数。

换句话说，每个正整数 A 都对应一个无限长的非负整数序列 {ai}，满足
A =

∞∏
i=1

pai
i ，其中 pi 表示第 i 个质数。我们把序列 {ai} 称为 A 的指数序列（名字

是我随便取的）。
事实上指数序列的定义方式也适用于有理数，甚至根式。
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基本定义

Definition 1.2 (带余除法)

对于被除数 n 和除数 p，存在唯一的整数 q, r 满足 n = pq + r，0 ≤ r < p。

q 被称作带余除法的商，记作 q =

⌊
n
p

⌋
。r 被称为带余除法的余数，记作

r = n mod p。

推论：n mod p = n −
⌊

n
p

⌋
p。

Definition 1.3 (整除)

如果 n 除 p 的余数为 0，则称 p 能整除 n，记作 p | n。否则称 p 不整除 n，记
作 p ∤ n。
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基本定义

Definition 1.4 (最大公约数)

两个数 a, b 的最大公约数定义为它们的指数序列每一位取 min 之后得到的数，
记作 gcd(a, b)。

Definition 1.5 (最小公倍数)

两个数 a, b 的最小公倍数定义为它们的指数序列每一位取 max 之后得到的数，
记作 lcm(a, b)。

由于 min(a, b) + max(a, b) = a + b，因此自然有 gcd(a, b) lcm(a, b) = ab。
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基本定义

Problem (P10548 【THUPC 2024 决赛】朔望（局部）)

给定两个有理数，求它们的 lcm。

设给定的两个数是
p1
q1
和

p2
q2
，且是约分后的形式。则它们的 lcm 为

lcm(p1, p2)
gcd(q1, q2)

。
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埃氏筛

埃氏筛

埃氏筛算法可以在 O(n log log n) 的时间内预处理出 1 ∼ n 中所有的质数。

具体地，我们从 2 到 n 扫描，如果当前数未被标记则将其加入质数序列中，并
把它的所有倍数标记为合数。复杂度

∑
p≤n,p is prime

n
p
= n log log n。
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埃氏筛

P7960 [NOIP2021] 报数

设 p(x) 表示 x 的十进制表示中是否含有数字 7，若含有则 p(x) = 1，否则
p(x) = 0。则一个正整数 x 不能被报出，当且仅当存在正整数 y 和 z ，使得 x = yz
且 p(y) = 1。

T 组询问，每次给出 x，如果 x 不能报出则输出 −1，否则输出 x 之后要报的
下一个数。

1 ≤ T ≤ 2× 105, 1 ≤ x ≤ 107。

施开成 北京大学
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埃氏筛

显然只要预处理出每个数是否合法即可。

考虑埃氏筛，我们称所有含有数字 7 的数是“类质数”。从 1 到 n 扫描，如果
当前数不是任何“类质数”的倍数，则检查该数本身是否是“类质数”。如果是，则
对它的所有倍数进行标记。

预处理复杂度 O(V log V )，但常数较小，可以通过。

施开成 北京大学

数论入门
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P1835 素数密度

给定 L,R，请计算区间 [L,R] 中素数的个数。
1 ≤ L ≤ R < 231，R − L ≤ 106。
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埃氏筛

借鉴埃氏筛的思路，扫描每个 ≤
√

R 的质数，并把它们在 [L,R] 中的倍数标记
为合数。此时，[L,R] 中剩余未被标记的数即为质数。

复杂度 O(
√

R log log R + (R − L) log log R)，如果预处理质数的部分使用线性
筛，则为 O(

√
R + (R − L) log log R)。

这种方法被称为区间筛。

施开成 北京大学

数论入门
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线性筛

线性筛算法可以在 O(n) 的时间内预处理出 1 ∼ n 中所有的质数。

令 low(n) 表示 n 的最小质因子。我们从 2 到 n 扫描，对于 i，我们枚举所有
≤ low(i) 的质数 j，并将 ij 标记为合数。

可以发现，n 只会在 n
low(n) 处被标记，因此每个数只会被标记 1 次，总复杂度

O(n)。

施开成 北京大学

数论入门
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线性筛

P3383 【模板】线性筛素数

模板题。
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线性筛

质因子个数

Problem
给定 n，对于 1 ∼ n 中的每个 i，求 i 的质因子个数。

令 d(i) 表示 i 的质因子个数。则在线性筛的时候，可以直接把质数 p 的 d(p)
设为 1，并在从 i 转移到 pi 时令 d(pi) = d(i) + 1。复杂度不变，仍为 O(n)。

施开成 北京大学

数论入门
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线性筛

欧拉 φ 函数

Definition 1.6 (互质)

正整数 a 和 b 互质当且仅当 gcd(a, b) = 1。

Definition 1.7 (欧拉 φ 函数)

令 φ(n) 表示 1 ∼ n 中与 n 互质的数的个数。

枚举 1 ∼ n 中的数与 n 的最大公约数，则有 n =
∑
d|n

φ
(n

d

)
。
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线性筛

Theorem 1.2
如果 gcd(p, q) = 1，则 φ(pq) = φ(p)φ(q)。

先证明以下引理：对于 0 ≤ i, j < pq，如果 i ̸= j，则
(i mod p, i mod q) ̸= (j mod p, j mod q)（此处括号表示二元组）。

证明：如果后半句成立，则意味着 p | i − j, q | i − j，即 lcm(p, q) | i − j。由
gcd(p, q) = 1 可知 lcm(p, q) = pq，因此 pq | i − j。这与 i ̸= j 的前提条件相矛盾。

由于不同的 (i mod p, i mod q) 只有 pq 个，因此 [0, pq) 的每一个整数都对应一
个 (i, j)。又因为 gcd(a, pq) = 1 当且仅当 gcd(a, p) = 1 且 gcd(a, q) = 1，因此满足
gcd(a, pq) = 1 的 a 与满足 gcd(i, p) = 1, gcd(j, q) = 1 的 (i, j) 一一对应，即方案数
为 φ(p)φ(q)。

施开成 北京大学

数论入门
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线性筛

φ 函数计算公式

对于质数 pk，gcd(a, pk) = 1 当且仅当 a 不是 p 的倍数，因此
φ(pk) = (p − 1)pk−1。

因此，如果 n =
n∏

i=1
pqi

i ，则有 φ(n) =
n∏

i=1
(pi − 1)pqi−1

i 。
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线性筛

P10031 「Cfz Round 3」Xor with Gcd

T 次询问，每次询问给定一个整数 n。你需要求出
gcd(1,n)⊕ gcd(2,n)⊕ · · · ⊕ gcd(n,n) 的值。其中 ⊕ 表示按位异或。

1 ≤ T ≤ 100，1 ≤ n ≤ 1018。
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线性筛

对于 d | n，满足 gcd(i,n) = d 的 1 ∼ n 中的 i 的个数为 φ
(n

d

)
。

如果 φ
(n

d

)
是偶数，则 d 不会对最终的异或和产生任何影响。

考虑 φ(x) 什么时候可能是偶数，代入之前的 φ 函数计算公式可知，φ(x) 是奇
数当且仅当 x = 1 或 x = 2。

因此当 n 为奇数时答案为 n，否则答案为 n ⊕ n
2。
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数论入门
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线性筛

线性筛求 φ 函数

Problem
给定 n，对于 1 ∼ n 中的每个 i，求 φ(i)。

考虑线性筛的过程，如果当前的数 p 是一个质数，则令 φ(p) = p − 1。对于在
i 处筛去 pi 的过程，如果 low(i) = p，则 φ(pi) = pφ(i)，否则 φ(pi) = (p− 1)φ(i)。
复杂度不变，仍为 O(n)。
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基本概念

1 简单筛法

2 模意义
基本概念
逆元的计算
模合数的归一化

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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基本概念

大家经常会看到“在模意义下...”这种说法。

模 p 意义的含义，是忽略一个数的具体值，只关心它在对 p 做带余除法后的余
数。模 p 意义下的数可以用 0 ∼ p − 1 来表示，x 在模 p 意义下的值为 i 意味着
x = i + kp。很多时候答案的值会很大，此时就会让你输出答案模一个质数意义下的
结果。

同余记号 a ≡ b (mod p) 的含义是 a 和 b 在模 p 意义下相等，该记号不要求
0 ≤ b < p。
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基本概念

模意义下数的加减乘法都很容易计算，先运算再取模即可。模意义下的除法需
要通过方程定义，之后会提到。

模质数意义下的运算具有良好的性质，几乎所有有理数具有的性质在模质数意
义下都有：例如，加法乘法的交换律、结合律、分配律，以及除了 0 以外都能被除，
等等。

模合数意义下的运算性质会稍弱，除了 0 以外还会有一些元素不能被除。如果
问题要求在模合数意义下求值，一定要避免除法。

施开成 北京大学
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基本概念

光速乘

对于 0 ≤ a, b < p，显然有 a 和 p 在模 p 意义下的乘积为 ab mod p。
但是，假如 a 和 b 都是 long long 范围的整数，那么中间值 a × b 就会超过

long long 范围，导致溢出。当然可以先将其强制转为 __int128 再相乘，但能不能
不使用更高级的整数类型呢？

为解决这个问题，我们有一种被称作“光速乘”的方法：

ll times(ll a,ll b,ll c){
ull t=(long double)a*b/c+0.5;
ll ans=(ull)a*b-t*c;
if(ans<0) ans+=c;
return ans;

}

施开成 北京大学

数论入门
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基本概念

模意义下的除法通过方程定义，无法直接计算。为更好地计算除法，我们需要
引出逆元的概念。

Definition 2.1 (逆元)

对于 1 ≤ a < p 的正整数 a，a 在模 p 意义下的逆元是方程 ax ≡ 1 (mod p) 的
唯一解 x，常记作 a−1 (mod p)。

换句话说，a 的逆元就是指 a 在模意义下的倒数。容易发现
(
a−1

)−1 ≡ a
(mod p)，因此逆元关系是相互的。

对于质数 p，如果 b 在模 p 意义下不为 0，则 a ÷ b 在模意义下等于 a · b−1。

施开成 北京大学

数论入门
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基本概念

逆元的性质

令 p 是质数。
对于 a ̸≡ 0, b ̸≡ 0 (mod p)，有 a−1b−1 ≡ (ab)−1 (mod p)。

对于 a ̸≡ 0, b ̸≡ 0, a ̸≡ b (mod p)，有 a−1 ̸≡ b−1 (mod p)。
对于 c ̸≡ 0, ac ≡ bc (mod p)，有 a ≡ b (mod p)。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

基本概念

逆元的性质

令 p 是质数。
对于 a ̸≡ 0, b ̸≡ 0 (mod p)，有 a−1b−1 ≡ (ab)−1 (mod p)。
对于 a ̸≡ 0, b ̸≡ 0, a ̸≡ b (mod p)，有 a−1 ̸≡ b−1 (mod p)。

对于 c ̸≡ 0, ac ≡ bc (mod p)，有 a ≡ b (mod p)。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

基本概念

逆元的性质

令 p 是质数。
对于 a ̸≡ 0, b ̸≡ 0 (mod p)，有 a−1b−1 ≡ (ab)−1 (mod p)。
对于 a ̸≡ 0, b ̸≡ 0, a ̸≡ b (mod p)，有 a−1 ̸≡ b−1 (mod p)。
对于 c ̸≡ 0, ac ≡ bc (mod p)，有 a ≡ b (mod p)。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

基本概念

由于逆元关系是相互的，因此我们可以把互为逆元的元素进行配对。对于质数
p，只有 1 和 p − 1 的逆元等于自身，2, 3, · · · , p − 2 可以恰好分成若干个二元组，
满足每组的两个数互为逆元（乘积为 1）。

Theorem 2.1 (威尔逊定理)

对于质数 p，有 1× 2× · · · × (p − 1) ≡ −1 (mod p)。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

基本概念

由于逆元关系是相互的，因此我们可以把互为逆元的元素进行配对。对于质数
p，只有 1 和 p − 1 的逆元等于自身，2, 3, · · · , p − 2 可以恰好分成若干个二元组，
满足每组的两个数互为逆元（乘积为 1）。

Theorem 2.1 (威尔逊定理)

对于质数 p，有 1× 2× · · · × (p − 1) ≡ −1 (mod p)。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

逆元的计算

1 简单筛法

2 模意义
基本概念
逆元的计算
模合数的归一化

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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逆元的计算

Theorem 2.2 (费马小定理)

对于质数 p 和任意 a ̸≡ 0 (mod p)，有 ap−1 ≡ 1 (mod p)。

Proof
对于 i ̸≡ j，有 ai ̸≡ aj。
因此 a × 1, a × 2, · · · , a × (p − 1) 在模 p 意义下是互不相同的 p − 1 个数，且

均不为 0。这意味着模 p 意义下 a × 1, a × 2, · · · , a × (p − 1) 在排序后即为
1, 2, · · · , p − 1，可得：

1× 2× · · · × (p − 1) ≡ (a × 1)× (a × 2)× · · · × (a × (p − 1)) (mod p)

两边同除 1× 2× · · · × (p − 1) 即得到 ap−1 ≡ 1 (mod p)。
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逆元的计算

快速幂求逆元

由费马小定理可知，对于质数 p 和 a ̸≡ 0 (mod p)，有 a−1 ≡ ap−2 (mod p)。
因此可以使用快速幂计算 a 的逆元。

如果 p 是合数，对于满足 gcd(a, p) = 1 的数 a，有 a−1 ≡ aφ(p)−1 (mod p)。
该公式是由欧拉定理得到的，欧拉定理可以视为费马小定理在合数时的推广。
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逆元的计算

Theorem 2.3 (欧拉定理)

对于正整数 p ≥ 2 和任意 a 满足 gcd(a, p) = 1，有 aφ(p) ≡ 1 (mod p)。

Proof
考虑用费马小定理类似的方式进行证明。
列出所有 1 ≤ i < p 且满足 gcd(i, p) = 1 的正整数 i，设它们分别为

t1, t2, · · · , tφ(p)。则 a · t1, a · t2, · · · , a · tφ(p) 在模 p 意义下是 t1, t2, · · · , tφ(p) 的一个
重排。

因此 t1, t2, · · · , tφ(p) 的乘积与 a · t1, a · t2, · · · , a · tφ(p) 的乘积相同，同除
t1 × t2 × · · · × tφ(p) 即得 aφ(p) ≡ 1 (mod p)。
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逆元的计算

线性预处理逆元

下述方法可以 O(n) 预处理出 1 ∼ n 中所有数在模 p 意义下的逆元：

首先 1 的逆元是 1，然后我们考虑按顺序求出 2, 3, · · · ,n 的逆元。
对于 2 ≤ i ≤ n，让 p 对 i 作带余除法，得到 p = qi + r（r < i）。
将等式代入模 p 意义下得到 −qi ≡ r (mod p)，两边同除 ir 得到 − q

r ≡
1
i。

由于 r < i，因此 r 的逆元已知，递推计算即可：
inv[i]=1ll*(p-p/i)*inv[mod%i]%mod;

施开成 北京大学
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逆元的计算

P3811 【模板】模意义下的乘法逆元

给定 n, p 求 1 ∼ n 中所有整数在模 p 意义下的乘法逆元。
这里 a 模 p 的乘法逆元定义为 ax ≡ 1 (mod p) 的解。
1 ≤ n ≤ 3× 106，n < p < 20000528。
输入保证 p 为质数。
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逆元的计算

预处理阶乘逆元

在计算组合数时我们常常需要预处理出 1 ∼ n 的阶乘和阶乘逆元，我们可以先
递推计算 1 ∼ n 的阶乘，然后用快速幂求出 n! 的逆元，再递推计算 n − 1 ∼ 1 的阶
乘逆元。

fac[0]=1;
for(int i=1;i<=n;++i) fac[i]=1ll*fac[i-1]*i%p;
ifac[n]=qpow(fac[n],mod-2);
for(int i=n;i>=1;--i) ifac[i-1]=1ll*ifac[i]*i%p;

施开成 北京大学

数论入门
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逆元的计算

离线求逆元

注意到上一页的阶乘逆元也可用于求出 1 ∼ n 的逆元。

用类似的思想，我们在 O(n + log p) 的时间内求出序列 a1, a2, · · · , an 中每一个
数的逆元。

预处理前缀积和前缀积逆元，即可 O(n) 算出每个数的逆元。

施开成 北京大学
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逆元的计算

P5431【模板】模意义下的乘法逆元 2

给定 n 个正整数 ai ，求它们在模 p 意义下的乘法逆元。
答案对 p 取模。
1 ≤ n ≤ 5× 106，2 ≤ k < p ≤ 109，1 ≤ ai < p，保证 p 为质数。
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模合数的归一化

1 简单筛法

2 模意义
基本概念
逆元的计算
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模合数的归一化

Problem (等差数列的互质性)

给定 a, b, c，构造 x 使得 gcd(ax + b, c) = 1 或判断无解。

Solution (等差数列的互质性)

当 gcd(a, b, c) ̸= 1 时，必然不存在解。否则，直接令 x =
c

gcd ((ab)∞, c)
即可。
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模合数的归一化

Corollary 2.1
令 a, b 满足 gcd(a, b) = 1，对于任何 c，都存在 x 使得 gcd(ax + b, c)。

Problem (因子提取)

给定 a, b，在 O(log max(a, b)) 的时间内求出 gcd(a∞, b)。
a, b ≤ 1018。

Solution (因子提取)

先计算 alog2(b) mod b，然后求 gcd
(
alog2(b) mod b, b

)
。

施开成 北京大学
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)
。
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模合数的归一化

Problem (模合数的归一化)

给定 a, p，找到一个数 x 满足 ax ≡ gcd(a, p) (mod p)，且 gcd(x, p) = 1。

Solution (模合数的归一化)

直接求逆就可以得到一个满足 gcd
(

x, p
gcd(a, p)

)
= 1 的解 x，但这不一定满

足 gcd(x, p) = 1。
考虑先求出任意一个满足 ax ≡ gcd(a, p) (mod p) 的解 x0，容易发现

x0 + t p
gcd(a, p) 都是一个解。因此，我们可以借助之前的结论，求出一个 t 使得

gcd
(

x0 + t p
gcd(a, p) , p

)
= 1。由于 gcd

(
x0,

p
gcd(a, p) , p

)
= 1，故必然存在解。
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裴蜀定理

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理
裴蜀定理
欧几里得算法
等差数列环模型
中国剩余定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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裴蜀定理

裴蜀定理

Theorem 3.1 (裴蜀定理)

对于正整数 a, b，定义集合 S = {ai + bj|i, j ∈ Z}。则 S 中的最小正整数等于
gcd(a, b)。

证明：设 S 中的最小正整数为 d，其具有表示 d = ai + bj。则 gcd(a, b) 显然
是 d 的因子，即 gcd(a, b) ≤ d。之后我们会在扩展欧几里得算法中构造一组系数
i ′, j ′ 使得 gcd(a, b) = ai ′ + bj ′，这意味着 gcd(a, b) ∈ S，因此 gcd(a, b) = d。
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裴蜀定理

P4549 【模板】裴蜀定理

给定一个包含 n 个元素的整数序列 A，记作 A1,A2,A3, ...,An。

求另一个包含 n 个元素的待定整数序列 X，记 S =
n∑

i=1
Ai × Xi，使得 S > 0

且 S 尽可能的小。
1 ≤ n ≤ 20，|Ai | ≤ 105，且 A 序列不全为 0。
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裴蜀定理

根据裴蜀定理，{ai + bj|i, j ∈ Z} = {gcd(a, b)i|i ∈ Z}。

因此，
{ai + bj + ck|i, j, k ∈ Z} = {gcd(a, b)i + cj|i, j ∈ Z} = {gcd(a, b, c)i|i ∈ Z}。

故本题答案等于 gcd(|A1|, |A2|, · · · , |An |)。
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欧几里得算法

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理
裴蜀定理
欧几里得算法
等差数列环模型
中国剩余定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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欧几里得算法

辗转相除法

考虑以下计算 gcd(a, b) 的算法：

gcd(a, b) =
{

a b = 0

gcd(b, a mod b) b ̸= 0

以上算法被称为欧几里得算法，或辗转相除法。由于 gcd(a, b) = gcd(a, b − a)，
因此上述算法的正确性是显然的。

考虑上述算法的复杂度，当 a < b 时，gcd(a, b) 会在一次递归后转化为
gcd(b, a)；当 a ≥ b 时，有 a mod b ≤ min(b, a − b) ≤ a

2
。因此，两次操作后 ab 至

少会减小至原来的
1

2
，故复杂度为 O(log n)。
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扩展欧几里得算法

假设我们要构造一组 x, y，使得 xa + yb = gcd(a, b)。我们考虑用和欧几里得算
法相同的方式进行递归，先递归计算一组解 x ′, y′ 满足
x ′b + y′(a mod b) = gcd(a, b)，再通过 x ′, y′ 得到 x, y。递归的终止状态是 b = 0，
此时很容易构造出解 x = 1, y = 0。

对 x ′b + y′(a mod b) = gcd(a, b) 变形，使其变为我们想要的形式：
x ′b + y′(a mod b) = gcd(a, b)

x ′b + y′
(

a −
⌊a

b

⌋
b
)
= gcd(a, b)

y′a +
(

x ′ −
⌊a

b

⌋
y′
)

b = gcd(a, b)

即 x = y′, y = x ′ − ⌊a
b ⌋y

′。
以上算法被称为扩展欧几里得算法，也叫 exgcd。
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欧几里得算法

Theorem 3.2
当 gcd(a, b) = 1 时，使用扩展欧几里得算法求出的解 x, y 满足 |x| ≤ b, |y| ≤ a。

证明：可以使用归纳法，假设 |x ′| ≤ a mod b, |y′| ≤ b，则 |x| = |y′| ≤ b，
|y| = |x ′ − ⌊a

b ⌋y
′| ≤ |x ′|+ ⌊a

b ⌋|y
′| ≤ a mod b + ⌊a

b ⌋b = a。
因此，如果我们在调用 exgcd 函数前，先将 a, b 分别除以 gcd(a, b)，则无需在

exgcd 函数中使用更高一级整数。
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二元一次不定方程

任意的二元一次不定方程都可以使用 exgcd 算法求解。

具体地，对于方程 ax + by = c，先计算 d = gcd(a, b)，并判断 c 是否是 d 的倍
数，如果不是则无解。否则，令 a′ = a

d , b
′ = b

d , c
′ = c

d，将方程转化为 a′x + b′y = c′。
之后，使用 exgcd 算法求出一组解 x0, y0 满足 a′x0 + b′y0 = 1，那么 c′x0 和

c′y0 即为原方程的一组解。
容易发现，假如 (x, y) 是一组解，那么 (x − b′, y + a′) 也是一组解。可以利用

这个性质缩小解的绝对值。
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exgcd 求逆元

对于正整数 a, p 满足 gcd(a, p) = 1，0 ≤ a < p。我们可以使用 exgcd 算法求出
一个 x 满足 ax ≡ 1 (mod p)。

把上式从模意义下的等式转为常规等式，得到 ax + kp = 1，对其使用 exgcd 算
法即可。

如果是求逆元，则额外要求 0 ≤ x < p，那么把 x 对 p 取模即可。

施开成 北京大学

数论入门
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P4777 【模板】扩展中国剩余定理（EXCRT）

给定 n 组非负整数 ai , bi ，求解关于 x 的方程组的最小非负整数解。
x ≡ b1 (mod a1)
x ≡ b2 (mod a2)
. . .

x ≡ bn (mod an)

1 ≤ n ≤ 105，1 ≤ bi , ai ≤ 1012，保证所有 ai 的最小公倍数不超过 1018。
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题解

对于方程 x ≡ b1 (mod a1) 和 x ≡ b2 (mod a2)，如果它们有公共解 x，那么 y
是它们的公共解当且仅当 lcm(a1, a2) | x − y。因此我们可以对它们进行合并，它们
要么无公共解，要么等价于一个方程 x ≡ c (mod lcm(a1, a2))。

尝试求解合并后的方程形式。先把模意义等式转为普通等式，即{
x = b1 + k1a1
x = b2 + k2a2

。

施开成 北京大学
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暂时忽略 x 得到 b1 + k1a1 = b2 + k2a2，注意此时的未知数是 k1, k2。

对上式移项得到 k1a1 − k2a2 = b2 − b1，使用 exgcd 即可求出一组 k1, k2。代入
x = b1 + k1a1 即可得到合并后的方程 x ≡ b1 + k1a1 (mod lcm(a1, a2))。

因此可以把所有方程合并为一个方程或判定无解，单个方程的最小非负整数解
很容易得到。

施开成 北京大学
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等差数列环模型

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理
裴蜀定理
欧几里得算法
等差数列环模型
中国剩余定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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等差数列环模型

我们可以把模 m 意义下的 m 个数看成 m 个点，如果相差 1 的两个数之间有
边，那么它们就构成了一个环。

有时候题目中会给出 k，并且频繁地出现加 k 操作，此时我们可以在两个相差
k 的数之间连边，一共会形成 gcd(k,m) 个环。

注意这里的环不需要真的建出来，先在 [0, k) 中枚举环的起点，然后不断加 k
就可以了。也可以通过取模和求逆直接定位一个数所在环的编号和位置。

该模型被我称为等差数列环模型（名字是随便取的）。

施开成 北京大学

数论入门
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CF819D Mister B and Astronomers

给定 T , a0 ∼ an−1。构造数列 b，b0 = 0, bi = (bi−1 + ai mod n) mod T。对
0 ≤ i < n，求有多少种数在 b 中的第一次出现的位置模 n 等于 i。

n ≤ 2× 105,T , ai ≤ 109。
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令 c =
n−1∑
i=0

ai，则有 bi+n ≡ bi + c (mod T )。

因此可以把 c 当作边长构建等差数列环模型，i 的答案即为从 bi 开始，每次
+c，在遇到其它 bj 之前一共经过了多少个点。

施开成 北京大学

数论入门
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CF1575C Cyclic Sum

给定 a0 ∼ an−1,m 和质数 k。环形序列 b 由 m 个 a 拼接而成。求 b 有几个区
间的和是 k 的倍数。

n,m, k, ai ≤ 2× 105。

施开成 北京大学
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枚举区间的左端点，由于左端点为 i 的答案与左端点为 i + n 的答案相同，故
只需要考虑左端点为 0 ∼ n − 1 的情况即可。

令 c ≡
n−1∑
i=0

ai (mod k)。当左端点为 0 时，区间 [0, i + n] 的和恰好比 [0, i] 的和

多 c。因此，如果以 c 为边长构建等差数列环模型，所有以 0 为左端点的区间长度
可以通过 n 次区间加得到。

如果维护了所有的区间和，那么从左端点为 i 转移到左端点为 i + 1 只需要删
除一个区间再加入一个区间，这是容易维护的。

施开成 北京大学

数论入门
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2 模意义

3 裴蜀定理
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欧几里得算法
等差数列环模型
中国剩余定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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中国剩余定理

对于以下方程，如果有 a1, a2, · · · an 两两互质，则必然存在模
n∏

i=1
ai 意义下的

唯一解 x： 
x ≡ b1 (mod a1)
x ≡ b2 (mod a2)
. . .

x ≡ bn (mod an)

中国剩余定理形式化地给出了这个解 x。

施开成 北京大学
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中国剩余定理

具体地，先构造 Bi 满足 Bi mod ai = bi，Bi mod aj = 0（i ̸= j），再令
x = B1 + B2 + · · ·+ Bn。

考虑构造单个 Bi，由于 Bi mod aj = 0（i ̸= j），因此可以设 Bi = k
∏
j ̸=i

aj。此

时唯一的约束是 k
∏
j ̸=i

aj ≡ bi (mod ai)，那么只要令 k = bi
∏
j ̸=i

a−1
j mod ai 即可。

把上面求出的东西代入，得到 x =
n∑

i=1

(
bi
∏
j ̸=i

a−1
j mod ai

) ∏
j ̸=i

aj。这就是中国

剩余定理的内容。

施开成 北京大学
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虽然中国剩余定理的求根公式几乎完全没用，但这个定理本身揭示了很重要的
一点：

对于 n =
k∏

i=1
pαi

i ，一个模 n 意义下的数可以看成一个 k 维向量，向量的第 i 位

是一个模 pαi
i 意义下的数。

原数的加法就对应向量的加法，原数的乘法对应向量的按位相乘。

施开成 北京大学

数论入门
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中国剩余定理

P5330 [SNOI2019] 数论

给出正整数 P,Q,T ，大小为 n 的整数集 A 和大小为 m 的整数集 B ，请你求
出：

T−1∑
i=0

[(i mod P) ∈ A ∧ (i mod Q) ∈ B]

换言之，就是问有多少个小于 T 的非负整数 x 满足：x 除以 P 的余数属于 A
且 x 除以 Q 的余数属于 B。

对于所有数据，1 ≤ n,m ≤ 106, 1 ≤ P,Q ≤ 106, 1 ≤ T ≤ 1018。

施开成 北京大学

数论入门
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首先先把 A,B 中的数按照模 gcd(P,Q) 的余数分类，A 和 B 中模 gcd(P,Q)
不同的数显然不会相互影响。对于同一类的 A,B，我们可以进行一些处理，减去模
gcd(P,Q) 的余数然后将 a, b 同除 gcd(P,Q)，使问题转化为 gcd(P,Q) = 1 时的原
问题。

对于同一类的 A,B，设 A 中的元素为 a，B 中的元素为 b。由中国剩余定理可
知，a, b 对应的数 x 满足 x ≡ ak1 + bk2 (mod lcm(n,m))，其中
k1 = (b−1 mod a)b, k2 = (a−1 mod b)a。

对 A 中的所有元素乘 k1，B 中的所有元素乘 k2，问题变为：存在多少 [0,T ]
之间的整数 x，满足存在 a ∈ A, b ∈ B 使得 x ≡ a + b (mod nm)。这可以通过枚举
A 中的数，并在 B 里二分来得到。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

中国剩余定理

首先先把 A,B 中的数按照模 gcd(P,Q) 的余数分类，A 和 B 中模 gcd(P,Q)
不同的数显然不会相互影响。对于同一类的 A,B，我们可以进行一些处理，减去模
gcd(P,Q) 的余数然后将 a, b 同除 gcd(P,Q)，使问题转化为 gcd(P,Q) = 1 时的原
问题。

对于同一类的 A,B，设 A 中的元素为 a，B 中的元素为 b。由中国剩余定理可
知，a, b 对应的数 x 满足 x ≡ ak1 + bk2 (mod lcm(n,m))，其中
k1 = (b−1 mod a)b, k2 = (a−1 mod b)a。

对 A 中的所有元素乘 k1，B 中的所有元素乘 k2，问题变为：存在多少 [0,T ]
之间的整数 x，满足存在 a ∈ A, b ∈ B 使得 x ≡ a + b (mod nm)。这可以通过枚举
A 中的数，并在 B 里二分来得到。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

中国剩余定理

首先先把 A,B 中的数按照模 gcd(P,Q) 的余数分类，A 和 B 中模 gcd(P,Q)
不同的数显然不会相互影响。对于同一类的 A,B，我们可以进行一些处理，减去模
gcd(P,Q) 的余数然后将 a, b 同除 gcd(P,Q)，使问题转化为 gcd(P,Q) = 1 时的原
问题。

对于同一类的 A,B，设 A 中的元素为 a，B 中的元素为 b。由中国剩余定理可
知，a, b 对应的数 x 满足 x ≡ ak1 + bk2 (mod lcm(n,m))，其中
k1 = (b−1 mod a)b, k2 = (a−1 mod b)a。

对 A 中的所有元素乘 k1，B 中的所有元素乘 k2，问题变为：存在多少 [0,T ]
之间的整数 x，满足存在 a ∈ A, b ∈ B 使得 x ≡ a + b (mod nm)。这可以通过枚举
A 中的数，并在 B 里二分来得到。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

中国剩余定理

SOJ1726 鸽子做加法（核心）

给定两个循环节长度互质的二进制纯循环小数 0.ȧ0a1 . . . ȧn−1 和
0.ḃ0b1 . . . ḃm−1，求它们的按位异或（显然也是一个纯循环小数，属于有理数）在模
998244353 意义下的值。

1 ≤ n,m ≤ 106，gcd(n,m) = 1。
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中国剩余定理

题解

Lemma 3.1

对于 p 进制下的纯循环小数 0.ȧ0a1 . . . ȧn−1，其分数形式的值为

n−1∑
i=0

aipn−1−i

pn − 1
。

证明：设其值为 x，则有 pnx =
n−1∑
i=0

aipn−1−i + x，解方程即得到上式。
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先通过恒等式 a + b = a ⊕ b + a&b 将求按位异或转化为求按位与。此时，如果
输入的两个循环节中分别有 p 个 1 和 q 个 1，则答案的循环节中含有 pq 个 1。

对于任意满足 ai = 1 和 bj = 1 的一组 i, j，它们唯一对应了答案循环节中的一
个 1。设这个 1 的位置是 x，则有 x ≡ i (mod n)，x ≡ j (mod m)。由中国剩余定
理可知，x = (ik1 + jk2) mod nm，其中 k1 = (m−1 mod n)m, k2 = (n−1 mod m)n。

对于所有满足 ai = 1 的 i，我们把 ik1 mod nm 加入序列 a′；对于所有满足
bi = 1 的 i，我们把 ik2 mod nm 加入序列 b′。此时，答案等于
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

2nm−1−(a′
i+b′j mod nm)

2nm − 1
。
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中国剩余定理

这等价于计算
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

(
1

2

)a′
i+b′j mod nm

。

注意到 a′
i + b′j mod nm 等于 a′

i + b′j 或 a′
i + b′j − nm。因此，我们可以将序列 a′

和 b′ 分别排序，之后按顺序枚举 a′ 中的元素，满足 a′
i + b′j mod nm = a′

i + b′j 的恰

好是 b′ 的一段前缀，则
t∑

j=0

(
1

2

)a′
i+b′j

=

(
1

2

)a′
i t∑

j=0

(
1

2

)b′j
，可以通过预处理前缀和

来快速计算。另一部分同样可以借助预处理快速计算。
a′

i + b′j mod nm = a′
i + b′j 和 a′

i + b′j mod nm = a′
i + b′j − nm 的分界点可以通过

双指针得到，总复杂度 O(n log n)，瓶颈在于排序。
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简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

质数判定

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解
质数判定

质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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质数判定

试除法：O(
√

n) 判定一个数是否是质数。

线性筛：O(V ) 预处理，对于 ≤ V 的数可以 O(1) 判定其素性，否则对于

≤ V 2 的数可以 O
( √

n
log n

)
判定。
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质数判定

我们可以尝试使用费马小定理来检验素数，即，对于给定的待检验数 p，随机
一个数 a，计算 ap−1 mod p。如果 ap−1 ̸≡ 1 (mod p)，则 p 不是质数。这种检验质
数的方式也被称为费马判定。

但很遗憾，这样的算法不可行。存在一类合数 n，其对于任意满足
gcd(a,n) = 1 的整数 a 都有 an−1 ≡ 1 (mod n) 成立。这类数被称为卡迈克尔数，
上述算法几乎无法检验出它们。

因此我们要对费马判定进行加强，使其能更好地判别质数。

施开成 北京大学

数论入门
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质数判定

Lemma 4.1
对于任意质数 p，如果 x2 ≡ 1 (mod p) 成立，则 x ≡ 1 或 x ≡ −1。

证明：由于 (x − 1)(x + 1) ≡ 0 (mod p)，故显然不存在其它解。
我们可以借助这一引理加强费马判定，当 ap−1 ≡ 1 (mod p) 成立时，如果

p − 1 是偶数，则计算 a
p−1
2 。如果 a

p−1
2 ̸≡ ±1 则 p 不是质数，否则如果 a

p−1
2 ≡ 1

且
p − 1

2
仍为偶数，则递归进行判定。
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质数判定

Miller-Rabin 质数判定法

1 取底数 a，设 p 为待判定整数，p − 1 = 2c · s (s 为奇数)。

2 令 v ← as mod p, j ← 1。

3 令 u ← v, v ← v2 mod p。
4 若 u ̸= 1 且 v = 1，则返回 p 为合数。
5 若 j < c，则令 j ← j + 1，回到步骤 3。
6 若 v ̸= 1，则返回 p 为合数。
7 认为 p 通过以 a 为底的强伪素数测试。
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3 令 u ← v, v ← v2 mod p。
4 若 u ̸= 1 且 v = 1，则返回 p 为合数。

5 若 j < c，则令 j ← j + 1，回到步骤 3。
6 若 v ̸= 1，则返回 p 为合数。
7 认为 p 通过以 a 为底的强伪素数测试。

施开成 北京大学

数论入门
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质数判定

于是，在该算法中，a 的选择是至关重要的。

事实上，对于某些合数 n 和底 a，n 仍然能通过以 a 为底的强伪素数测试，此
时我们称 n 为以 a 为底的强伪素数。

Theorem 4.1
对于一个合数 n，它至多只能通过模 n 下 1

4
n 个底的强伪素数测试。

因此，随机 k 个底数，判断错误的概率就不超过 4−k 了。
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质数判定

上述算法被称为 Miller-Rabin 算法。在通常使用时，由于被检验的 n 不是很大，
我们可以利用一些先前总结过的底数列表：

底数列表 最小的强伪素数
2 2047

2, 3 1373653

2, 7, 61 4 759 123 141

2, 3, 5, 7, 11 2 152 302 898 747

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17[, 19] 341 550 071 728 321

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23[, 29, 31] 3 825 123 056 546 413 051

2, 325, 9375, 28178, 450775, 9780504, 1795265022
> 264

2, 3, 5, 7, 11, 13, 82, 373

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37 318 665 857 834 031 151 167 461

表中红色的数为合数，使用时应当注意；灰色的数表示添加与否不影响结果。
更多相关信息可见 http://miller-rabin.appspot.com/。
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质因数分解

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解
质数判定

质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

质因数分解

朴素算法

使用线性筛 O(V ) 预处理 1 ∼ V 之间的质数，则可以 O
( √

n
log n

)
对一个

≤ V 2 的数进行质因数分解。

在不进行预处理的情况下，也可以 O(
√

n) 对一个数进行分解。
计算 φ(n)，µ(n) 等值所需的时间与对 n 进行质因数分解所需的时间基本相同。
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质因数分解

生日悖论

Lemma 4.2 (生日悖论)

23 个人的房间中，有两个人生日相同的概率超过
1

2
。

生日悖论揭示的内容实际上是：假如有 n 个随机数，那么“n 个数中存在相同
的数”事实上表示“所有

n(n − 1)

2
对数中有至少一对数相同”。换句话说，“存在两

个数相同”实际上对应了 O(n2) 个随机冲突事件，而不是 O(n) 个。
因此，我们可以感性地认为，O(

√
n) 个 [1,n] 间的随机整数中有 O(1) 的概率

存在相同的数。
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质因数分解

ρ 形序列

对于一个值域大小有限的函数 f 和起始值 x，序列 x, f (x), f (f (x)), · · · 具有 ρ
形结构。即，从某一位开始，该序列进入循环。特别地，如果 f 是可逆函数，则该
序列具有周期。

如果该序列是周期序列，那它的周期是很好找的。只要从 f (x) 开始，找到第一
个与 x 相等的数即可。

如果该 ρ 形序列不是周期序列，则可以通过 Floyd 判圈法来找到该序列的周期。
即，初始时 y1 = x, y2 = x，之后每一步令 y1 ← f (y1), y2 ← f (f (y2))，直到 y1 = y2
时停止。

假如该函数是一个较为随机的函数，则该序列的前 O(
√

n) 项大概率会有相同
的元素，即该序列的周期大概率为 O(

√
n)。
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质因数分解

Pollard-Rho 算法

假设我们要分解一个合数 n，我们考虑找到它的一个非平凡因子 m，然后递归
分解 m 和 n

m。我们首先要选取一个较为随机的一元函数 f，通常的方法是选择一个
常数 c ∈ [3, 100]，然后令 f (x) = x2 + c。

考虑序列 x, f (x) , f (f (x)) , · · ·，根据之前的结论，该序列的周期是 O(
√

n) 的。
令 p 表示 n 的最小质因子，那么该序列在模 p 意义下的周期应当是 O

(√p
)
的。而

且，在大多数情况下，这个周期是不等于其在模 n 意义下的周期的。
因此，考虑走过一个模 p 意义下的周期，则序列中有两数 x, y 满足 p | x − y，

但 n ∤ x − y。于是 gcd (x − y,n) 为 n 的非平凡因子，我们就找到了一个因子。
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质因数分解

考虑 Pollard-Rho 算法的时间复杂度。首先，由于周期的期望大小为
O
(√p

)
= O

(
n

1
4

)
。而每次求最大公约数需要花费 O (log n) 的时间，因此朴素实现

的期望时间复杂度将为 O
(

n
1
4 log n

)
。

注意使用 Floyd 判圈法时不要在一个圈里待太久，因为圈长有可能非常长导致
复杂度退化。可以设定一个阈值，如果步数超过阈值仍未找出非平凡因子则更换 f。

注意到在 Pollard-Rho 算法中，大部分的 x − y 都是和 N 互素的，因此我们可
以选择一个常数 M，然后将 x − y 每 M 项连乘起来再与 N 作 gcd，这样求 gcd 所
花费的 log 的时间就可以忽略不计了。
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质因数分解

Pollard p − 1 算法

大数分解还有许多算法，下面仅举一例 Pollard p − 1 算法。

Pollard p − 1 算法要求有素因数 p 使得 p − 1 的最大素因子比较小。它的流程
如下：

1 取定正整数 B。
2 令 M =

∏
p≤B,p∈P

p⌊logp B⌋。

3 随机取正整数 a ≥ 2，不妨设 (a,N ) = 1。

4 计算 g = gcd
(
aM − 1,N

)
。

5 若 1 < g < N，则 g 为 N 的非平凡因子。
6 若 g = 1，说明 B 太小了，适当调大 B 的值。
7 若 g = N，说明 B 太大了，适当调小 B 的值。
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阶

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶
阶
原根

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
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阶

阶

Definition 5.1 (阶)

对于正整数 a, p，gcd(a, p) = 1，定义 a 在模 p 意义下的阶为最小的正整数 t
满足 at ≡ 1 (mod p)。

a 在模 p 意义下的阶记作 ordp(a)。对于整数 k，ak ≡ 1 (mod p) 当且仅当
ordp(a) | k。
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阶的计算

由欧拉定理可知，aφ(p) ≡ 1 (mod p)。因此，一定有 ordp(a) | φ(p) 成立。

计算 ordp(a) 时，初始令 x = φ(p)，之后依次枚举 φ(p) 的质因子 pi，如果

a
x
pi ≡ 1 (mod p)，则令 x ← x

pi
。最终的 x 即为 ordp(a)。

瓶颈在于质因数分解，总复杂度 O(
√

n)。
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降幂

由于 aordp(a) ≡ 1 (mod p)，因此可以通过 ab ≡ ab mod ordp(a) (mod p) 来降低
指数。

但这只对 gcd(a, p) = 1 的情况有效，我们无法直接对 gcd(a, p) ̸= 1 的情况降
低指数。

为解决这个问题，我们可以对上述结论进行推广：
当 gcd(ab, p) = gcd(a∞, p) 时，有 ab+ordp(a) ≡ ab (mod p)。
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例题

给定质数 p 和整数 a, b，判断是否存在非负整数 t 使得 at ≡ b (mod p)。
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我们注意到 at ≡ b (mod p) 的一个必要条件是 ordp(b) | ordp(a)。我们猜测它
也是一个充分条件，下面给出证明。

Lemma 5.1 (拉格朗日定理（数论）)

对于质数 p 和 n 次多项式 f，f 在模 p 意义下至多有 n 个根。

证明：设根为 α1, α2, · · · , αn+1，则该多项式对 (x − α1)(x − α2) · · · (x − αn) 取
模后的结果有至少 n 个根且不为 0，使用数学归纳法证明即可。
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也是一个充分条件，下面给出证明。

Lemma 5.1 (拉格朗日定理（数论）)
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证明：设根为 α1, α2, · · · , αn+1，则该多项式对 (x − α1)(x − α2) · · · (x − αn) 取
模后的结果有至少 n 个根且不为 0，使用数学归纳法证明即可。
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因此，对于整数 a，如果 ordp(a) = d，则 a0, a1, · · · , ad−1 在模 p 意义下互不相
同。而方程 xd ≡ 1 (mod p) 至多有 d 个根，因此这 d 个根恰好是 a0, a1, · · · , ad−1。

因此，如果 ordp(b) | ordp(a) 成立，则 b 是 xd ≡ 1 (mod p) 的一个根，也就意
味着存在非负整数 t 使得 at ≡ b (mod p)。

施开成 北京大学

数论入门
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ABC335G Discrete Logarithm Problems

给定 n 个正整数 a1, a2, · · · , an 和一个素数 p。求满足以下条件的二元组 (i, j)
的个数。

1 ≤ i, j ≤ n。
存在正整数 k，使得 ak

i ≡ aj (mod p)。
2 ≤ n ≤ 2× 105，1 ≤ ai < p，2 ≤ p ≤ 1013，p 是质数。
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根据之前的结论，存在正整数 k 使得 ak
i ≡ aj (mod p) 当且仅当

ordp(aj) | ordp(ai)。

可以对所有的 ordp(ai) 去重并计数，然后暴力枚举二元组。暴力枚举部分的复
杂度为 O

(
d(p)2

)
，可以接受。
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P4139 上帝与集合的正确用法

定义 a0 = 1, an = 2an−1，可以证明 bn = an mod p 在某一项后都是同一个值，
求这个值。

T ≤ 103，p ≤ 107。
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题解

令 f (x) 表示 22
2··· mod x，则答案等于 f (p)。

根据欧拉定理及之前的扩展降幂结论，有 f (p) = 2f (φ(p))+kφ(p) mod p，其中
f (φ(p)) + kφ(p) ≥ log2(p)，递归计算即可。

施开成 北京大学
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原根

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶
阶
原根

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

原根

原根

Definition 5.2 (原根)

对于自然数 p 和整数 a，如果 gcd(a, p) = 1 且 ordp(a) = φ(p)，则称 a 为模 p
意义下的原根。

Theorem 5.1 (质数的原根存在定理)

所有质数都存在原根。

Theorem 5.2 (质数幂的原根存在定理)

所有奇质数的幂都存在原根。

施开成 北京大学

数论入门
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Lemma 5.2
对于质数 p 和与 p 互质的整数 a, b，如果 gcd(ordp(a), ordp(b)) = 1，则

ordp(ab) = ordp(a) ordp(b)。

证明：显然 (ab)ordp(a) ordp(b) ≡ 1 (mod p)，而对于任意质数 q 满足
q | ordp(a) ordp(b)，都有 (ab)

ordp(a) ordp(b)
q ̸≡ 1 (mod p)。
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Lemma 5.3
对于质数 p 和与 p 互质的整数 a, b，一定存在一个与 p 互质的数 c，满足

ordp(c) = lcm(ordp(a), ordp(b))。

证明：对于每个质数 q，如果 gcd(q∞, ordp(a)) > gcd(q∞, ordp(b))，则令
b ← bgcd(q∞,ordp(b))，否则令 a ← agcd(q∞,ordp(a))。

令最终得到的数为 a′, b′，则有 gcd(ordp(a′), ordp(b′)) = 1 且
ordp(a′) ordp(b′) = lcm(ordp(a), ordp(b))。结合上一页的引理可知，a′b′ 即为满足要
求的 c。

施开成 北京大学

数论入门
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Proof (质数的原根存在定理)

1 初始令 x = 1。

2 如果当前 ordp(x) = p − 1，则 x 即为原根。
3 否则当前必然有 ordp(x) < p − 1，令 t = ordp(x)，考虑方程 x t ≡ 1 (mod p)，
由拉格朗日定理它至多有 t 个根，因此 1 ∼ p − 1 中必然存在一个数 y 满足
yt ̸≡ 1 (mod p)。

4 根据上一页的引理，可以找到 x ′ 满足 ordp(x ′) = lcm(ordp(x), ordp(y))。由于
ordp(y) ∤ t，故 ordp(x ′) 一定大于 ordp(x)。令 x ← x ′，回到步骤 2。
不难发现上述过程一定会终止，故质数一定存在原根。

施开成 北京大学

数论入门
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Lemma 5.4
对于任意奇质数 p，一定存在 p 的原根 g，满足 gp−1 ̸≡ 1 (mod p2)。

证明：考虑任意 p 的原根 g，如果 g 满足条件则直接取 g 即可。

否则有 (p + g)p−1 ≡
p−1∑
i=0

(
p − 1

i

)
pigp−1−i ≡ gp−1 + pgp−2 ≡ 1 + gp−2p ̸≡ 1

(mod p2)。即 g + p 满足条件。
令满足条件的数为 g，有 ordp(g) = p − 1，这意味着 p − 1 | ordp2(g)。而

ordp2(g) ̸= p − 1，因此 ordp2(g′) = p(p − 1) = φ(p2)。

施开成 北京大学

数论入门
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Proof (质数幂的原根存在定理)

由上一页的引理可知，存在 g 满足 ordp2(g) = φ(p2)。把 k = 2 时 g 是 pk 的原
根作为初始条件，并对 k 使用数学归纳法。

上述的 g 满足 g(p−1)pk−2 ≡ 1 + tpk−1 (mod pk)，其中 p ∤ t。
g(p−1)pk−2 ≡ 1 + tpk−1 + t ′pk (mod pk+1)，对等式两侧求 p 次方得

g(p−1)pk−1 ≡ 1 + tpk (mod pk+1)。
参照引理 5.4 后的部分，可以得到 ordpk+1(g) = φ(pk+1)。

由上述证明可知，如果 g 是 p2 的原根，则它一定是 pi 的原根（i ≥ 2）。
φ(pi)

φ(p2)
= pi−2 也从侧面验证了这一性质。
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原根

求原根

枚举每个满足 gcd(a, p) = 1 的 a，并求出 a 在模 p 意义下的阶，直到找到一个
a 满足 ordp(a) = p − 1。

首先原根有 φ(φ(p)) 个，因此最小的原根不会很大，复杂度可以接受。具体复
杂度不太重要，一方面是数论相关的内容不适合用传统的方式描述复杂度，另一方
面是一般的题目中至多只需要求一次原根。
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P6091 【模板】原根

模板题。
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原根

P5605 小 A 与两位神仙

给定奇质数幂 m，n 次询问。每次询问给出两个正整数 x, y，保证
gcd(x,m) = gcd(y,m) = 1，询问是否存在非负整数 a 满足 xa ≡ y (mod m)。

1 ≤ n ≤ 2× 104，3 ≤ m ≤ 1018，1 ≤ x, y < m。
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原根

由于模质数幂意义下存在原根，因此可以求出 x, y 的离散对数 x ′, y′，存在非负
整数 a 满足 xa ≡ y (mod m) 等价于存在 a 满足 ax ′ ≡ y′ (mod φ(m))。

由模意义的性质可知，这等价于 gcd(x ′,m) | gcd(y′,m)，即 ordm(y) | ordm(x)，
故求阶即可。
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原根

2 的幂的伪原根

当 k ≥ 3 时，2k 不存在原根，即无法找到 g 满足 ord2k (g) = 2k−1。但我们仍然
能找到 g 满足 ord2k (g) = 2k−2，此时我们称 g 为 2k 的伪原根（名字也是我随便取
的）。

仍然考虑数学归纳法，当 k = 3 时，存在 g = 5 满足 g2k−3 ≡ 1 + 2k−1

(mod 2k)。接下来证明该等式在 k = k + 1 时也成立。

有 g2k−3 ≡ 1 + 2k−1 + t2k (mod 2k+1)，对它两边平方得到 g2k−2 ≡ 1 + 2k

(mod 2k+1)。因此，对于任意 k ≥ 3 有 ord2k (g) = 2k−2。
此外，由于 x2 + 1 ≡ 0 (mod 8) 无解，故 k ≥ 3 时不存在 t 满足 gt ≡ −1

(mod 2k)。因此，(−1)agb（a ∈ [0, 2), b ∈ [0, 2k−2)）可以遍历模 2k 意义下的所有奇
数，起到类似原根的效果。实际应用的时候，可以直接令 g = 5。
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BSGS 算法

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数
BSGS 算法
二次剩余
高次剩余

7 莫比乌斯反演

8 其它
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BSGS

Problem
给定质数 p 和底数 a，q 次询问，每次询问给出 k，求 ak mod p 的值。
0 ≤ a < p ≤ 2× 109，要求单次查询 O(1)。

Solution
令 B =

⌊√p
⌋
，预处理 a0 mod p, a1 mod p, a2 mod p, · · ·，

aB mod p, a2B mod p, a3B mod p, · · ·。
则可以 O(

√p) 预处理，O(1) 查询。
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P3846 [TJOI2007] 可爱的质数/【模板】BSGS

给定一个质数 p，以及一个整数 b，一个整数 n，现在要求你计算一个最小的非
负整数 l，满足 bl ≡ n (mod p)，或判断无解。

对于所有的测试点，保证 2 ≤ b,n < p < 231。
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令 d = ordp(b)，则问题相当于在 b0, b1, · · · , bd−1 中找到与 n 同余的数。

令 S = ⌈
√

d⌉，则 b0, b1, · · · , bd−1 中的每个数都可以写成 biS+j 的形式，其中
0 ≤ i, j < S。原问题即为找到一组 i, j 使得 biS = nb−j。

将所有的 nb−j 加入哈希表，并在遍历 i 时查询 biS 是否在哈希表中，这样可以
得到 iS + j 最小的解。复杂度 O(

√p)。
当模数不变时，如果要求 T 次离散对数，可以通过更改块大小，将复杂度从

O(T√p) 变为 O(
√

Tp)。
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离散对数

对于质数 p 和其原根 g，任意满足 gcd(a, p) = 1 的整数 a 在模 p 意义下都是 g
的幂。因此，我们把最小的满足 gt ≡ a (mod p) 的非负整数 t 称为 a 在模 p 意义
下以 g 为底的离散对数。也可记作 logg(a)。

一般的方程 ax ≡ b (mod p) 可以对 a, b 求离散对数，将原方程转化为
logg(a)x ≡ logg(b) (mod p − 1)。
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对于质数 p 和其原根 g，任意满足 gcd(a, p) = 1 的整数 a 在模 p 意义下都是 g
的幂。因此，我们把最小的满足 gt ≡ a (mod p) 的非负整数 t 称为 a 在模 p 意义
下以 g 为底的离散对数。也可记作 logg(a)。

一般的方程 ax ≡ b (mod p) 可以对 a, b 求离散对数，将原方程转化为
logg(a)x ≡ logg(b) (mod p − 1)。
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BSGS 算法

P4195 【模板】扩展 BSGS/exBSGS

多组数据，每组数据给定 a, p, b，求满足 ax ≡ b (mod p) 的最小自然数 x 。
1 ≤ a, p, b ≤ 109，

∑√p ≤ 5× 106。

施开成 北京大学
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BSGS 算法

此题没有保证 p 是质数，因此可能会出现无法求逆的情况，不能直接套用之前
的做法。

序列 a0, a1, a2, · · · 可以被分成两段，前一段满足 gcd(ai , p) 递增，后一段满足
gcd(ai , p) 始终相等。前一段的长度不超过 log p，可以暴力枚举。而后一段满足

gcd
(

a, p
gcd(ai , p)

)
= 1，可以放到模

p
gcd(ai , p)

意义下考虑，此时可以正常求逆，

使用 BSGS 算法即可。
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BSGS 算法

HDU 6632 discrete logarithm problem

https://vjudge.net/problem/HDU-6632
T 组数据，每组数据给定 a, b, p，求最小的正整数 x 满足 ax ≡ b (mod p)。
保证 p 是质数，且 p − 1 不包含 2 和 3 之外的质因子。
T ≤ 200, 65537 ≤ p ≤ 1018, 2 ≤ a, b ≤ p − 1。
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Pohlig–Hellman algorithm
如果 p − 1 的质因子都很小，则我们有另一种求解离散对数的算法。

首先计算 a, b 的阶以判断是否有解。令 ordp(a) = d，对 d 进行质因子分解，

得到 d =
k∏

i=1
pαi

i 。

我们可以分别求出 x mod pαi
i 的值，再用中国剩余定理合并。

对于单个 pi，可以将原方程变为
(

a
d
pi

)x
≡ b

d
pi (mod p)，以求出 x mod pi 的

值。再将原方程变为

(
a

d
p2i

)x
≡ b

d
p2i (mod p)，以求出 x mod p2

i 的值。按此方法不

断递增指数，直到求出 x mod pαi
i 。

单次求解 x mod pi 或提升指数的复杂度为 O(pi)，因此总复杂度为
O(
∑

αipi)。如果用 BSGS 优化，则复杂度变为 O(
∑

αi
√pi)。
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二次剩余

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数
BSGS 算法
二次剩余
高次剩余

7 莫比乌斯反演

8 其它
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二次剩余

Definition 6.1 (二次剩余)

对于正整数 p 和整数 a，如果 gcd(a, p) = 1，且同余方程 x2 ≡ a (mod p) 有
解，则称 a 为 p 的二次剩余。

Theorem 6.1
设 p 是奇质数，a 是 [1, p − 1] 之间的整数，则同余方程 x2 ≡ a 或者无解，或

者有两个不同余的解。

证明：如果有一个解 x，则 −x 也是解，且 x 与 −x 不同余。对于两个解
x1, x2，根据平方差公式有 (x1 − x2)(x1 + x2) ≡ 0 (mod p)。由于 x1, x2 不相等，因
此 x2 = −x1。

施开成 北京大学
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二次剩余

Corollary 6.1

设 p 是奇质数，则 1, 2, · · · , p − 1 中恰有
p − 1

2
个二次剩余。

证明：由于同余方程 x2 ≡ a 或者无解，或者有两个不同余的解，那么
1, 2, · · · , p − 1 必然是两两配对的，也就意味着恰有

p − 1

2
个二次剩余。

另一种证明：取 p 的一个原根 g，则只有 g0, g2, g4, · · · , gp−3 是二次剩余。
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数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

二次剩余

Corollary 6.1

设 p 是奇质数，则 1, 2, · · · , p − 1 中恰有
p − 1

2
个二次剩余。

证明：由于同余方程 x2 ≡ a 或者无解，或者有两个不同余的解，那么
1, 2, · · · , p − 1 必然是两两配对的，也就意味着恰有

p − 1

2
个二次剩余。

另一种证明：取 p 的一个原根 g，则只有 g0, g2, g4, · · · , gp−3 是二次剩余。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

二次剩余

Corollary 6.1

设 p 是奇质数，则 1, 2, · · · , p − 1 中恰有
p − 1

2
个二次剩余。

证明：由于同余方程 x2 ≡ a 或者无解，或者有两个不同余的解，那么
1, 2, · · · , p − 1 必然是两两配对的，也就意味着恰有

p − 1

2
个二次剩余。

另一种证明：取 p 的一个原根 g，则只有 g0, g2, g4, · · · , gp−3 是二次剩余。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它
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Theorem 6.2 (欧拉判别法)

对于奇质数 p 和整数 a，如果 gcd(a, p) = 1，则 a 是二次剩余当且仅当
a

p−1
2 ≡ 1 (mod p)，否则 a

p−1
2 ≡ −1 (mod p)。

Proof
当 a 是二次剩余时，a

p−1
2 ≡ (x2)

p−1
2 ≡ xp−1 ≡ 1。当 a 不是二次剩余时，可以

将 1, 2, · · · , p − 1 分成
p − 1

2
对，使得每一对的乘积为 a。由威尔逊定理可知，

a
p−1
2 ≡ (p − 1)! ≡ −1 (mod p)。
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Cipolla 算法

Problem
求解方程 x2 ≡ c (mod p)。

首先用欧拉判别法，如果 c 不是 p 的二次剩余则无解。
如果有解，则不断随机 a，直到 a2 − c 不是 p 的二次剩余。单次随机的成功率

为 50%，故最坏也只需要随 log 次。
添加虚数 w，令其满足 w2 ≡ a2 − c。我们声称方程的解为 x ≡ (a + w)

p+1
2 ，证

明见后文。

施开成 北京大学
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Lemma 6.1
(a + w)p ≡ ap + wp

证明：由二项式定理，(a + w)p =
p∑

i=0

(
p
i

)
aiwa−i。注意到

(
p
i

)
=

p!
i!(p − i)!

，

因此

(
p
i

)
不含 p 因子当且仅当 i = 0 或 i = p，即 (a + w)p ≡ ap + wp。

施开成 北京大学
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Lemma 6.2
wp ≡ −w

证明：由于 a2 − c 不是二次剩余，因此 (a2 − c)
p−1
2 ≡ −1。

wp ≡ w × wp−1 ≡ w × (a2 − c)
p−1
2 ≡ −w。

因此，
(a + w)p+1 ≡ (a + w)p(a + w) ≡ (ap + wp)(a + w) ≡ (a − w)(a + w) ≡ a2 − w2 ≡ c，
即 x ≡ (a + w)

p+1
2 。

关于 (a + w)
p+1
2 虚部为 0 的证明：假设 (a + w)

p+1
2 ≡ A + Bw，则

(A + Bw)2 ≡ A2 + B2(a2 − c) + 2ABw。因此有 A ≡ 0 或 B ≡ 0。如果 A ≡ 0，则
B2(a2 − c) 不是 p 的二次剩余，不可能等于 c，因此有 B ≡ 0。
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2 虚部为 0 的证明：假设 (a + w)

p+1
2 ≡ A + Bw，则

(A + Bw)2 ≡ A2 + B2(a2 − c) + 2ABw。因此有 A ≡ 0 或 B ≡ 0。如果 A ≡ 0，则
B2(a2 − c) 不是 p 的二次剩余，不可能等于 c，因此有 B ≡ 0。
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P5491 【模板】二次剩余

模板题。
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高次剩余

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数
BSGS 算法
二次剩余
高次剩余

7 莫比乌斯反演

8 其它
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P5668 【模板】N 次剩余

你需要解方程 xn ≡ k (mod m)，并输出方程的所有解，其中 x ∈ [0,m − 1]。共
T 组数据。

1 ≤ T ≤ 100，1 ≤ n ≤ 109，0 ≤ k < m ≤ 109。

设 m 的唯一分解形式为 m =
s∏

i=1
pqi

i ，保证方程 xn ≡ k (mod pqi
i ) 在 [0, pqi

i ) 中

的解数 ≤ 106。
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首先用中国剩余定理将 m 拆成质数幂的乘积。令 m =
∏k

i=1 pαi
i ，如果对于

1 ≤ i ≤ k 都有 xn ≡ k (mod pαi
i ) 成立，则一定有 xn ≡ k (mod m) 成立。

因此我们可以对于每个质数幂分别解方程，再使用中国剩余定理合并，整体解
的个数应当是每个质数幂方程解的个数的乘积。
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对于方程 xn ≡ c (mod pk)，先处理 gcd(c, pk) ̸= 1 的情况。

首先，如果 c ≡ 0 (mod pk)，则方程成立当且仅当 p⌈
k
n ⌉ | x。

否则令 c = pst，其中 p ∤ t。如果 n ∤ s 则无解，否则令 x = p
s
n x ′，解方程

x ′n ≡ t (mod pk−s) 即可。
对于 gcd(c, pk) = 1 的情况，如果 p 是奇质数，则 pk 存在原根。可以先找到一

个原根，然后对 c 求离散对数，将原问题转为离散对数方程 n log(x) ≡ log(c)
(mod φ(pk))。
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数论入门
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那么现在唯一的问题就是 p = 2 的情况。我们假定有 k ≥ 3，k ≤ 2 的情况可以
通过暴力枚举解决。

之前提到模 2k 意义下的每个奇数都可以表示成 (−1)a5b 的形式，因此，我们
可以把 x 和 c 都表示成这个形式，然后对 −1 和 5 两维分别解方程。

令 x = (−1)x15x2 , c = (−1)c15c2，则方程组变为 nx1 ≡ c1 (mod 2)，nx2 ≡ c2
(mod 2k−2)。解出所有的 x1, x2 并合并即可。
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整除分块

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演
整除分块
莫比乌斯反演

8 其它
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Theorem 7.1

如果 a 是正整数，x 是实数，则
⌊x

a

⌋
=

⌊
⌊x⌋
a

⌋
。

Corollary 7.1

如果 b, c 是正整数，a 是整数，则
⌊ a

bc

⌋
=

⌊⌊a
b
⌋

c

⌋
。
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整除分块

Theorem 7.2
集合

{⌊n
i

⌋∣∣∣i ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n
}
的大小是 O(

√
n) 的。

证明：对于 i ≤
√

n，n
i
只有 O(

√
n) 个；对于 i >

√
n，n

i
≤
√

n，因此
⌊n

i

⌋
也只有 O(

√
n) 个。

我们把利用这一性质来解决问题的方法称作整除分块。

施开成 北京大学

数论入门
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例题

给定正整数 n，求
n∑

i=1
i
⌊n

i

⌋
。

n ≤ 1012。
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题解

显然我们只需要枚举每一种可能的
⌊n

i

⌋
，并确定其对应的 i 的范围 [l, r ] 即可。

具体的，我们先找出所有的 i 满足
⌊n

i

⌋
̸=
⌊

n
i + 1

⌋
，并它们从小到大排序，得

到序列 a1, a2, · · · , am。该序列即为 1, 2, · · · ,
√

n,
⌊

n
⌊
√

n⌋

⌋
,

⌊
n

⌊
√

n⌋ − 1

⌋
, · · · ,

⌊n
1

⌋
（如果

√
n =

⌊
n
⌊
√

n⌋

⌋
则合并这两项）。

此外，对于 ai，有

⌊
n
ai

⌋
= am+1−i。因此，上述算法总共只需要

√
n + O(1) 次

64 位整数除法，无论是运行效率还是代码理解难度都好于网上的部分整除分块题
解。
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P3935 Calculating

若 x 分解质因数结果为 x = pk1
1 pk2

2 · · · pkn
n ，令

f (x) = (k1 + 1)(k2 + 1) · · · (kn + 1)，求
r∑

i=l
f (i) 对 998 244 353 取模的结果。

1 ≤ l ≤ 1014, 1 ≤ r ≤ 1.6× 1014。

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

整除分块

题解

设 g(n) =
n∑

i=1
f (i)，则答案即为 g(r)− g(l − 1)。

注意到 f (x) 等于 x 的约数个数，因此可以换一个方式计算 g(x)。枚举每个因
子 i，则 i 的倍数有

⌊n
i

⌋
个。因此，g(n) =

n∑
i=1

⌊n
i

⌋
，整除分块计算即可。
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⌋
个。因此，g(n) =

n∑
i=1

⌊n
i

⌋
，整除分块计算即可。

施开成 北京大学

数论入门
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整除分块

ARC068E Snuke Line

有一趟列车有 m + 1 个车站，从 0 到 m 编号。有 n 种商品，第 i 种只在编号
[li , ri ] 的车站出售。一辆列车有一个预设好的系数 d，从 0 出发，只会在 d 的倍数
车站停车。对于 d 从 1 到 m 的列车，求最多能买到多少种商品。

1 ≤ n ≤ 3× 105, 1 ≤ m ≤ 105, 1 ≤ li ≤ ri ≤ m。

施开成 北京大学

数论入门
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整除分块

题解

首先，第 i 种商品能在 d 号列车上买到当且仅当
⌊

li − 1

d

⌋
<
⌊ri

d

⌋
。

对于每一个 i，对 li − 1 和 ri 分别整除分块。

⌊
li − 1

d

⌋
和
⌊ri

d

⌋
的值分别把 d

划分成了 O(
√

m) 个区间，二者合并之后还是 O(
√

m) 个区间。每个区间可能会使
得一段连续的 d 对应的答案增加一，用差分维护即可。

施开成 北京大学

数论入门
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li − 1

d

⌋
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⌊ri

d

⌋
的值分别把 d

划分成了 O(
√

m) 个区间，二者合并之后还是 O(
√

m) 个区间。每个区间可能会使
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莫比乌斯反演

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演
整除分块
莫比乌斯反演

8 其它

施开成 北京大学
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积性函数

Definition 7.1 (数论函数)

定义域为正整数的函数被称为数论函数。

Definition 7.2 (积性函数)

如果数论函数 f (n) 对于任意 p, q ∈ N+, gcd(p, q) = 1 都有 f (pq) = f (p)f (q) 成
立，则称 f 为积性函数。

例如，f (n) = nk，f (n) = φ(n)，f (n) =
∑
d|n

dk 都是积性函数。

对于积性函数，我们只需要知道它在质数幂处的值即可确定整个函数，具体实
现可以借助线性筛算法。

施开成 北京大学

数论入门
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∑
d|n

dk 都是积性函数。
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积性函数

Definition 7.1 (数论函数)

定义域为正整数的函数被称为数论函数。

Definition 7.2 (积性函数)

如果数论函数 f (n) 对于任意 p, q ∈ N+, gcd(p, q) = 1 都有 f (pq) = f (p)f (q) 成
立，则称 f 为积性函数。

例如，f (n) = nk，f (n) = φ(n)，f (n) =
∑
d|n

dk 都是积性函数。

对于积性函数，我们只需要知道它在质数幂处的值即可确定整个函数，具体实
现可以借助线性筛算法。
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狄利克雷前缀和

Problem (狄利克雷前缀和)

给定数论函数 f (x) 在 1 ∼ n 处的值。求函数 F(x) =
∑
i|x

f (i) 在 1 ∼ n 处的值。

n ≤ 2× 107。

朴素算法的复杂度是 O(n log n) 的，我们希望更优。
考虑对每一个质数分别求前缀和，即依次考虑每一个质数 pi，令新的 f (x) 等

于
∑
pi |x

f
(

x
pi

)
。该算法的正确性仍然是对的，但复杂度降至 O(n log log n)。

施开成 北京大学
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狄利克雷前缀和

Problem (狄利克雷前缀和)

给定数论函数 f (x) 在 1 ∼ n 处的值。求函数 F(x) =
∑
i|x

f (i) 在 1 ∼ n 处的值。

n ≤ 2× 107。

朴素算法的复杂度是 O(n log n) 的，我们希望更优。

考虑对每一个质数分别求前缀和，即依次考虑每一个质数 pi，令新的 f (x) 等
于
∑
pi |x

f
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x
pi

)
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给定数论函数 f (x) 在 1 ∼ n 处的值。求函数 F(x) =
∑
i|x

f (i) 在 1 ∼ n 处的值。

n ≤ 2× 107。

朴素算法的复杂度是 O(n log n) 的，我们希望更优。
考虑对每一个质数分别求前缀和，即依次考虑每一个质数 pi，令新的 f (x) 等

于
∑
pi |x

f
(

x
pi

)
。该算法的正确性仍然是对的，但复杂度降至 O(n log log n)。
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莫比乌斯反演

Problem (莫比乌斯反演)

给定数论函数 F(x) 在 1 ∼ n 处的值。有关系 F(x) =
∑
i|x

f (i) 成立，求函数

f (x) 在 1 ∼ n 处的值。
n ≤ 2× 107。

显然莫比乌斯反演是狄利克雷前缀和的逆变换，因此考虑上一页中算法的逆变
换。依次考虑每一个质数 pi，令新的 F(x) 等于 F(x)− [pi | x]F( x

pi
)。复杂度为

O(n log log n)。

施开成 北京大学

数论入门
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Problem (莫比乌斯反演)

给定数论函数 F(x) 在 1 ∼ n 处的值。有关系 F(x) =
∑
i|x

f (i) 成立，求函数

f (x) 在 1 ∼ n 处的值。
n ≤ 2× 107。

显然莫比乌斯反演是狄利克雷前缀和的逆变换，因此考虑上一页中算法的逆变
换。依次考虑每一个质数 pi，令新的 F(x) 等于 F(x)− [pi | x]F( x

pi
)。复杂度为

O(n log log n)。
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莫比乌斯函数

把上一页的算法展开，可以得到 f (x) =
∑
i|x

F(i)µ( x
i )。其中 µ(x) 是莫比乌斯函

数，定义如下：

µ(n) =


1 n = 1

0 n 有平方因子
(−1)p n 是 p 个不同质数的乘积

容易发现 µ(x) 也是积性函数。
常见的莫比乌斯反演：φ(n) =

∑
d|n

dµ(n
d )，[n = 1] =

∑
d|n

µ(d)。

施开成 北京大学
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莫比乌斯函数

把上一页的算法展开，可以得到 f (x) =
∑
i|x

F(i)µ( x
i )。其中 µ(x) 是莫比乌斯函

数，定义如下：

µ(n) =


1 n = 1

0 n 有平方因子
(−1)p n 是 p 个不同质数的乘积

容易发现 µ(x) 也是积性函数。

常见的莫比乌斯反演：φ(n) =
∑
d|n

dµ(n
d )，[n = 1] =

∑
d|n

µ(d)。
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莫比乌斯函数

把上一页的算法展开，可以得到 f (x) =
∑
i|x

F(i)µ( x
i )。其中 µ(x) 是莫比乌斯函

数，定义如下：

µ(n) =


1 n = 1

0 n 有平方因子
(−1)p n 是 p 个不同质数的乘积

容易发现 µ(x) 也是积性函数。
常见的莫比乌斯反演：φ(n) =

∑
d|n

dµ(n
d )，[n = 1] =

∑
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P2158 [SDOI2008] 仪仗队

作为体育委员，C 君负责这次运动会仪仗队的训练。仪仗队是由学生组成的
n × n 的方阵，为了保证队伍在行进中整齐划一，C 君会跟在仪仗队的左后方，根据
其视线所及的学生人数来判断队伍是否整齐（如下图）。

现在，C 君希望你告诉他队伍整齐时能看到的学生人数。
1 ≤ N ≤ 40000。

施开成 北京大学

数论入门
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忽略最左边一行和最下方一列，则答案为
n−1∑

i

n−1∑
j
[gcd(i, j) = 1]。

n∑
i

m∑
j
[gcd(i, j) = 1]

=
n∑
i

m∑
j

∑
t|gcd(i,j)

µ(t)

=

n∑
i

m∑
j

∑
t|i,t|j

µ(t)

=

min(n,m)∑
t=1

⌊n
t

⌋ ⌊m
t

⌋
µ(t)

使用整除分块配合线性筛，即可 O(n) 预处理，O(
√

n) 单次查询。

施开成 北京大学

数论入门
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忽略最左边一行和最下方一列，则答案为
n−1∑

i

n−1∑
j
[gcd(i, j) = 1]。

n∑
i

m∑
j
[gcd(i, j) = 1]

=

n∑
i

m∑
j

∑
t|gcd(i,j)

µ(t)

=

n∑
i

m∑
j

∑
t|i,t|j

µ(t)

=

min(n,m)∑
t=1

⌊n
t

⌋ ⌊m
t

⌋
µ(t)

使用整除分块配合线性筛，即可 O(n) 预处理，O(
√

n) 单次查询。
施开成 北京大学

数论入门
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SP26017 GCDMAT - GCD OF MATRIX

给定 n,m，再在每组数据中给定不大于 n 的整数 i1, j1 和不大于 m 的整数

i2, j2，求出
i2∑

i=i1

j2∑
j=j1

gcd(i, j) 的值。T 组数据。

1 ≤ n,m ≤ 5× 104，1 ≤ i1, j1 ≤ n，1 ≤ i2, j2 ≤ m，1 ≤ T ≤ 500。

施开成 北京大学
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显然可以转化为若干次
n∑
i

m∑
j

gcd(i, j) 的查询。

n∑
i

m∑
j

gcd(i, j)

=

n∑
i

m∑
j

∑
t|gcd(i,j)

φ(t)

=

n∑
i

m∑
j

∑
t|i,t|j

φ(t)

=

min(n,m)∑
t=1

⌊n
t

⌋ ⌊m
t

⌋
φ(t)

施开成 北京大学

数论入门
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显然可以转化为若干次
n∑
i

m∑
j

gcd(i, j) 的查询。
n∑
i

m∑
j

gcd(i, j)

=

n∑
i

m∑
j

∑
t|gcd(i,j)

φ(t)

=

n∑
i

m∑
j

∑
t|i,t|j

φ(t)

=

min(n,m)∑
t=1

⌊n
t

⌋ ⌊m
t

⌋
φ(t)

施开成 北京大学

数论入门



简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

莫比乌斯反演

P3327 [SDOI2015] 约数个数和

设 d(x) 为 x 的约数个数，给定 n,m，求

n∑
i=1

m∑
j=1

d(ij)

多测，T 组数据。
1 ≤ T ,n,m ≤ 50000。

施开成 北京大学
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首先需要了解 d 函数的一个特殊性质：

d(ij) =
∑
x|i

∑
y|j

[gcd(x, y) = 1]

n∑
i

m∑
j

d(ij)

=

n∑
i

m∑
j

∑
x|i

∑
y|j

[gcd(x, y) = 1]

=
n∑

x=1

m∑
y=1

⌊n
x

⌋ ⌊m
y

⌋
[gcd(x, y) = 1]

施开成 北京大学

数论入门
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首先需要了解 d 函数的一个特殊性质：

d(ij) =
∑
x|i

∑
y|j

[gcd(x, y) = 1]

n∑
i

m∑
j

d(ij)

=

n∑
i

m∑
j

∑
x|i

∑
y|j

[gcd(x, y) = 1]

=

n∑
x=1

m∑
y=1

⌊n
x

⌋ ⌊m
y

⌋
[gcd(x, y) = 1]
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=

n∑
x=1

m∑
y=1

⌊n
x

⌋ ⌊m
y

⌋
[gcd(x, y) = 1]

=

min(n,m)∑
t=1

µ(t)

n
t∑

x=1

m
t∑

y=1

⌊ n
tx

⌋ ⌊ n
ty

⌋

=

min(n,m)∑
t=1

µ(t)

 n
t∑

x=1

⌊(n
t
)

x

⌋ m
t∑

y=1

⌊(m
t
)

y

⌋

对所有的 x 预处理
x∑

i=1

⌊ x
i
⌋
，使用整除分块即可 O(

√
n) 完成单次查询。

施开成 北京大学
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=

n∑
x=1

m∑
y=1

⌊n
x

⌋ ⌊m
y

⌋
[gcd(x, y) = 1]

=

min(n,m)∑
t=1

µ(t)

n
t∑

x=1

m
t∑

y=1

⌊ n
tx

⌋ ⌊ n
ty

⌋

=

min(n,m)∑
t=1

µ(t)

 n
t∑

x=1

⌊(n
t
)

x

⌋ m
t∑

y=1

⌊(m
t
)

y

⌋
对所有的 x 预处理

x∑
i=1

⌊ x
i
⌋
，使用整除分块即可 O(

√
n) 完成单次查询。
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莫比乌斯反演

前置结论的证明

Theorem 7.3

d(ij) =
∑
x|i

∑
y|j

[gcd(x, y) = 1]

对于 k | ij，考虑每一个质数 p，如果 i 中有因子 pa，j 中有因子 pb，k 中有因
子 pc：

当 c ≤ a 时，在 x 中添加因子 pc。

当 c > a 时，在 y 中添加因子 pc−a。

显然这样构造出的 x, y 二元组互不相同，且有 x | i, y | j, gcd(x, y) = 1 成立。
而给定互质的 x, y，也反推出 k 的值，因此原式成立。
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同余最短路

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
同余最短路
指数提升
类欧几里得算法
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P3403 跳楼机

给定 n, x, y, z，求有多少个 k 满足：
k ∈ [1,n]。
存在非负整数 a, b, c，使得 ax + by + cz = k。
1 ≤ x, y, z ≤ 105,n ≤ 263 − 1。
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同余最短路

考虑背包，令 fi 表示 x, y, z 能否组合出 i。注意到如果 fi = 1，则 fi+x 一定等
于 1。

因此可以精简 dp 状态，首先设 x ≤ y ≤ z，然后对于 i ∈ [0, x)，令 gi 表示最
小的 t 满足 t ≡ i (mod x) 且 ft = 1。

现在 x 已经直接被放到了 dp 状态里了，那么还有 y 和 z，需要用转移的形式
来体现。容易发现 y 的转移即为 g(i+y) mod x = min(g(i+y) mod x , gi + y)，z 的转移同
理。

我们发现 y 和 z 的转移是可以分开进行的，因此可以先进行 y 的转移，再进行
z 的转移。接下来考虑如何完成 y 的转移。
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简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

同余最短路

显然我们可以把转移看成有向边，对于所有 i，从 i 向 (i + y) mod x 连一条长
度为 y 的边。然后给定初始最短路数组，求最终的最短路即可。

但这需要 O(x log x) 的时间，太慢了。我们考虑以 y 为边长建立等差数列环模
型，现在 dp 数组构成了若干个环，每个元素的 dp 值可以由它前一个元素的 dp 值
+y 转移过来。

对于单个环，我们可以找到初始 dp 值最小的点，然后从它开始向后更新 dp
值，绕一圈后停止。这样的复杂度是 O(x) 的。

我们也可以不找初始 dp 值最小的点，而是从任意一个点开始，向后绕两圈来
更新，这样显然也是正确的。

施开成 北京大学

数论入门
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同余最短路

QOJ8225 [PKUWC 2024] 最小值之和（dp 转移部分）

初始对于每个 1 ≤ i < n, 0 ≤ j ≤ m，给定所有 f[i][i+1][j] 的值，值均属于
{0, 1}。并保证，如果 f[i][i+1][j]=1，则 f[i][i+1][j-1] 一定等于 1。

还对于 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m 给定了所有 f[i][i][j] 的值，满足
f[i][i][j] = [j = 0]。

对于 1 ≤ l < l + 1 < r ≤ n，0 ≤ k ≤ m，f[l][r][k] 等于 1 当且仅当：

存在 l ≤ i ≤ r，0 ≤ j 满足 f[l][i][k+j(r-l)] 和 f[i+1][r][k+j(r-l)] 均
为 1。

请求出完整的 dp 数组。
1 ≤ n ≤ 80, 0 ≤ m ≤ 108。
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同余最短路

首先，如果 f[l][r][k + (r− l)] = 1，那么 f[l][r][k] 一定等于 1。因此，我
们可以修改 dp 的定义，令 g[l][r][k] 表示最大的 t 满足 t ≡ k (mod r − l) 且
f[l][r][t] = 1。

然后考虑转移，在求 g[l][r][t] 时先枚举 i，然后尝试合并 g[l][i][*] 和
g[i+1][r][*]。

我们可以对 g[l][i][*] 和 g[i+1][r][*] 进行展开，分别处理出模
lcm(i − l, r − i − 1) 的每个余数的最大 f = 1 值，然后取 min 完成合并。

再建立模 r − l 意义下的同余最短路，把刚才合并后的值作为初值，
lcm(i − l, r − i − 1) 作为边长，求解同余最短路。

施开成 北京大学

数论入门
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CTT2024 Day2T3

给定一个整系数多项式 P(x)。递归定义数列 {an}n≥0 如下：
a0 = M , an+1 = P(an) mod 264。

有 q 次询问，分为两种：
给定 n，求 an。

给定 x，求最小的 n 使得 an = x，或者判断无解。
1 ≤ deg P ≤ 105，1 ≤ q ≤ 5× 105，0 ≤ x,n, pi ≤ 264− 1，其中 pi 为 P 的系数。
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指数提升

首先找到一个多项式 f (x)，满足 f (x) 在模 264 意义下恒等于 0。例如
f (x) = x64(x + 1)64 或 f (x) = x(x + 1)(x + 2) · · · (x + 65)。然后令 P(x) 对 f (x) 取
模，以降低多项式次数。

此时第一问非常好求，直接倍增即可。
对于第二问，我们考虑不断提升模数的指数，从模 2k 意义下最小的 n 推出模

2k+1 意义下最小的 n。

施开成 北京大学
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令 f (t)(x) 表示 f (f (· · · f (x)))，一共 t 层 f ()。我们称 f (t) 为 f 的 t 次自复合。

令第二问给出的 x 为 x0。维护多项式 F 和整数 k，F 是 f 的最小正整数次自
复合，满足 F(x0) ≡ x0 (mod 2k)。k 是最小的非负整数满足 f (t)(x0) ≡ n (mod 2k)。

初始时 k = 0，此时 F = f，k = 0。考虑当前的 x 是否满足 x ≡ n
(mod 2k+1)。如果满足，则直接令 k ← k + 1。

否则意味着 x ≡ n + 2k (mod 2k+1)，考虑是否有 F(x) ≡ n (mod 2k+1) 成立，
如果不成立则意味着 x ≡ F(x)，即永远无解。如果成立，令 k 加上 F 的自复合次
数，然后计算新的 F，不难发现新的 F 要么是 F 要么是 F ◦F，因此可以直接使用
第一问的倍增复合数组。

施开成 北京大学

数论入门
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指数提升

P8457 「SWTR-8」幂塔方程

求解方程 xx ≡ D (mod n)。
你需要保证得到的解 x 为 [0, 2125] 范围内的整数。若该范围内无解，输出 −1；

若存在多解，输出任意一个。
T 组测试数据。
1 ≤ T ≤ 4× 104，2 ≤ n ≤ 1018，1 ≤ D < n。保证 n 的最大质因子不超过 105，

且 D 与 n 互质。
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令 p 是一个质数，考虑先对 n = p 的情况构造解。

不难发现只要联立方程 x ≡ D (mod p)，x ≡ 1 (mod p − 1) 即可。
假设现在已经有了 n = pk 的解，考虑将它变为 n = pk+1 的解。注意到令

x ← x + t(p− 1)pk 后它仍是 n = pk 的解，因此可以设 x ′ = x + t(p− 1)pk，并要求
x ′x′ ≡ D (mod pk+1)。

使用欧拉定理将其改写为
(
x + t(p − 1)pk)x ≡ D (mod pk+1)，再使用二项式定

理展开得到 xx + x · xx−1t(p − 1)pk ≡ D (mod pk+1)，稍作改写得

x · xx−1t(p − 1) ≡ D − xx

pk (mod p)。由于 D 与 n 互质，故 x 与 n 互质，因此该方

程中的 t 有模 p 意义下的唯一解。
使用上述方法不断升幂即可，最终得到的解 x 不超过 (p − 1)pk。

施开成 北京大学

数论入门
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对于一般的情况，假设当前已经求出了 x 满足 xx ≡ D (mod M )，我们需要在
模数中增加一个新质数 p，然后求出模 Mp 的解。

不难想到我们可以令 x ′ = x + tMφ(M )，然后要求 x ′x′ ≡ D (mod pM )。但这
个方程几乎无从下手，我们略微增加限制，令 x ′ = x + tMφ(pM )，并使用欧拉定理
将方程变为 (x + tMφ(pM ))x ≡ D (mod p)。这里的模数是 p 是因为该方程在模 M
意义下必然成立。

求解该方程的难点在于求出 D 的 x 次剩余，但当 gcd(x, p − 1) ̸= 1 时，D 不
一定存在 x 次剩余，因此我们希望让 x 与 p − 1 互质。具体地，我们可以先令
x ← x + t ′Mφ(M ) 使得新的 x 与 p − 1 互质。

由推论 2.1 可知，只要原始的 x 与 Mφ(M ) 互质，就必然可以让新的 x 与

p− 1 互质，此时有 t ≡ Dx−1 mod p−1 − x
Mφ(pM )

(mod p)。同时，最终得到的 x ′ 也必然会

与 Mpφ(Mp) 互质，这恰好以归纳法的性质保证了前置条件成立。

施开成 北京大学

数论入门
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另一种情况是对模数增加一个已有质数，将模 Mpk 的解变为模 Mpk+1 的解。

这种情况与从 pk 上升到 pk+1 的情况类似，对于满足 xx ≡ D (mod Mpk) 的 x，
令 x ′ ← x + tMpkφ(Mpk)，然后对方程 x ′x′ ≡ D (mod pk+1) 使用欧拉定理和二项
式定理如法炮制即可。

由于 nφ(n) 是解的循环节，因此最终答案一定不超过 nφ(n)。
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简单筛法 模意义 裴蜀定理 质因数分解 原根与阶 离散对数 莫比乌斯反演 其它

类欧几里得算法

1 简单筛法

2 模意义

3 裴蜀定理

4 质因数分解

5 原根与阶

6 离散对数

7 莫比乌斯反演

8 其它
同余最短路
指数提升
类欧几里得算法
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类欧几里得算法

类欧几里得算法

纯数学推导，具体可以参见 P5170 题解区。
我不知道它有什么用。
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类欧几里得算法

万能欧几里得

万能欧几里得算法的普适性更强，可以完全替代传统类欧。

Problem (万能欧几里得)

对于直线 y =
ax + b

c
，从左往右考虑它在 x ∈ (0,n] 的部分。当该直线与一条

整坐标横线相交时，进行一次 U 操作；当该直线与一条整坐标竖线相交时，进行一
次 R 操作。规定同时遇到一条横线与一条竖线（遇到整点）时先执行 U 后执行 R。

假设 U 和 R 是可合并元素（半群元素），求整个操作序列对应的元素值。
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c
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整坐标横线相交时，进行一次 U 操作；当该直线与一条整坐标竖线相交时，进行一
次 R 操作。规定同时遇到一条横线与一条竖线（遇到整点）时先执行 U 后执行 R。
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对于直线 y =
3x + 1

5
，其图像如下：

它在区间 (0, 6] 上对应的操作序列为 RURURRURR。
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首先先将直线竖直平移整数格，使其变为截距属于 [0, 1) 的“标准形式”，即让
b 对 c 取模。然后用 f (n, a, b, c,U ,R) 表示当前问题的答案。

当 a ≥ c 时，可以将 ax + b
c

改写为
(a mod c)x + b

c
+
⌊a

c

⌋
x。因此有

f (n, a, b, c,U ,R) = f (n, a mod c, b, c,U ,U ⌊
a
c ⌋R) 成立。

否则考虑交换 U ,R 并将直线沿 y = x 对称，然后向下平移 1
a 来确保原先整点

的先 U 后 R 不受对称影响。最终得到直线 y =
cx − b − 1

a
，要求它在纵坐标为

(0,n] 段的值。
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交换后的直线为 y = cx−b−1
a ，现在要把它化为“标准形式”。令 m =

⌊an+b
c
⌋
，

则交换前有 m 个 U。

现在在第一个 R 之前有
⌊ c−b−1

a
⌋
个 U，把这些 R 和 U 提到外面手动计算。

当前的最后一个 R 之后仍有 n −
⌊ cm−b−1

a
⌋
个 U，也手动另外处理。

对于中间的部分，先将直线左平移一格得到 cx+c−b−1
a ，再向下平移

⌊ c−b−1
a
⌋
格

得到 cx+(c−b−1) mod a
b 。现在要求它在横坐标区间 (0,m − 1] 上的值。

最终转移：R⌊
c−b−1

a ⌋Uf (m − 1, c, (c − b − 1) mod a, a,R,U )Rn−⌊ cm−b−1
a ⌋。
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P5170 【模板】类欧几里得算法

给定 n, a, b, c ，分别求
n∑

i=0
⌊ai+b

c ⌋ ,
n∑

i=0
⌊ai+b

c ⌋
2
,

n∑
i=0

i⌊ai+b
c ⌋ ，答案对

998244353 取模。t 多组数据。
1 ⩽ t ⩽ 105, 0 ⩽ n, a, b, c ⩽ 109, c ̸= 0。
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以求
n∑

i=0

⌊
ai + b

c

⌋
为例。

首先将 i = 0 特殊处理，然后对于二元组 (y,Ans)，U 操作会让 y ← y + 1，R
操作会让 Ans ← Ans + y。使用矩阵或人工设计的结构体维护 UR 序列即可。

另外两问也类似。

施开成 北京大学
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[PKUSC 2023] QOJ8706 解方程（核心）

求方程 (a + bx) mod p ∈ [0, c2)，x ∈ [0, c1) 的所有解。
a, b 随机生成，p ∈ [9× 1017, 1018] 且是质数，c1, c2 ≤ 100

√p。
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我赛时写了 O(
√
100
√p log p) 的 BSGS，T 了。

对 x 的区间进行分治判定，假设有 k 个解，则将问题转化为 O(k log c1) 次判
定一个 x 的区间中是否存在解。

将 (a + bx) mod p < c 改写为 bx − p
⌊

a + bx
p

⌋
< c − a。

考虑万能欧几里得算法，记 S = bx − p
⌊

a + bx
p

⌋
，则 R 操作为 S ← S + b，U

操作为 S ← S − p，求 S 的历史最小值，这显然可以用半群模型表示。

施开成 北京大学

数论入门
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gzez OJ 题

给定一个方格图，它由 n 行 m 列边长相同的正方形格子构成，其中 n 和 m 互
质，且方格表的对角线长度为 nm。

你面前有一个骰子，这个骰子的每个面都有一个颜色，且互不相同。现在这个
骰子在左下角，它会沿着对角线与方格相交的轮廓一直滚到右上角，如图所示。

之后，对角线的每一段都会被骰子染上接触面所对应的颜色。
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你需要对每种颜色求出该颜色对应的所有段长度的 k 次方和。0 ≤ k ≤ 2，
1 ≤ n,m ≤ 1018，gcd(n,m) = 1，1 ≤ T ≤ 105

题解见线性代数课件。
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