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路径压缩变种

//Splitting
int find(int id)
{

while(fa[id]!=id)
{

int tmp=fa[id];
fa[id]=fa[fa[id]];
id=tmp;

}
return id;

}
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路径压缩变种

//Halving
int find(int id)
{

while(fa[id]!=id) id=fa[id]=fa[fa[id]];
return id;

}

朴素的路径压缩需要递归。这种两种做法不用递归，而且最
坏时间复杂度和路径压缩相同 (Robert E. Tarjan and Jan van
Leeuwen 1984)。

调用 find(u) 后 u 的深度大约减半，注意 fa[u] 不保证指
向根。
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不用额外空间的按秩/大小合并

int find(int id)
{

return fa[id]<0?id:fa[id]=find(fa[id]);
}

fa 对于根节点存储秩/大小的相反数，对于其他节点则照常
存储父亲。
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按随机权值合并

void merge(int u,int v)
{

u=find(u),v=find(v);
if(u==v) return;
if(w[u]>w[v]) swap(u,v);
fa[u]=v;

}

w 是事先生成的随机权值。在没有路径压缩的情况下，n 个
节点的期望树高是 O(log n)。
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论文摘抄

定义 Ackermann 函数

A(i, j) =


2j i = 1

A(i− 1, 2) i ≥ 2, j = 1

A(i− 1,A(i, j− 1)) i, j ≥ 2

定义 α(m,n) = min{i ≥ 1|A(i, ⌊m/n⌋) > log n}。

如果 ⌊m/n⌋ ≥ 1 + log log n，则 α(m,n) ≤ 1；如果 ⌊m/n⌋
≥ log∗ log n，则 α(m,n) ≤ 2。

设 n 是节点数，m 是 find 的调用次数（注意不是边数）。
fa[u]=v 不影响复杂度分析，只要操作前 u,v 都是树根。大部分
情况下可以认为 m ≥ n。

只使用路径压缩的时间复杂度是 Θ(m log1+m/n n)，结合了
路径压缩与按秩/大小合并的时间复杂度是 Θ(mα(m,n))。
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SOJ613 小 ω 的图

给定 n 个节点 m 条边的无向连通图，有边权，可能有重边
自环，求 1→ n 路径权值按位与最大值。

2 ≤ n ≤ 105，1 ≤ m ≤ 5× 105，边权 [0, 263 − 1]。
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题解

从高往低按位贪心。当前尝试的 x 是答案的子集，当且仅当
保留所有权值为 x 的超集的边后，节点 1,n 连通。

Extra tests 很猛，用 BFS/DFS 有可能 TLE，一些时间复杂
度较劣的并查集也被卡了。
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DFS 树

先考虑连通无向图。原图中的边要么是 DFS 树上的边，要
么是反祖边。

建立 DFS 树同时得到 dfn(u) 表示节点 u 是第几个被遍历
的，low(u) 表示和 u 的子树（包括 u）相邻的节点的 dfn 最小值。
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边双连通分量

边双连通图是删去其中任意一条边，所有节点仍然连通的
图。边双连通分量是极大的边双连通子图。

边双连通分量一定是 DFS 树上的连通块，并且两个边双连
通分量不可能相交。我们希望在深度最浅的节点上统计边双连通
分量，这个节点应当满足 dfn(u) ≤ low(u)。注意，如果不考虑重
边，求 low(u) 的时候应该认为 u 和 u 的父节点不相邻，否则只
有根节点满足 dfn(u) ≤ low(u)。

确定每个边双连通分量的最浅点后，DFS 树自然被分成了若
干个连通块，每个连通块都是边双连通分量。可以在 DFS 同时
用栈维护所有不确定属于哪个边双连通分量的节点。遍历一个节
点就先入栈。如果确定一个最浅点，就把它子树内没出栈的节点
划进一个边双连通分量并出栈。

两端点不属于同一个边双连通分量的边就是割边。n 个节点
的图最多有几条割边？
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点双连通分量与圆方树

点双连通图是删去其中任意一个节点，其余节点仍然连通的
图。点双连通分量是极大的点双连通子图。

点双连通分量一定是 DFS 树上的连通块，但是两个点双连
通分量可以有一个公共点。我们仍然在深度最浅的节点上统计点
双连通分量，只是一个节点上可能有好几个点双连通分量。

圆方树用圆点表示原图上的点，方点表示点双连通分量。圆
点和方点有边，当且仅当方点对应的点双连通分量包含原图上圆
点的对应点。因为 DFS 树是树，所以圆方树是树。

对于 u 和它的儿子 v，如果 low(v) ≥ dfn(u)，则 u, v 确定了
一个点双连通分量（因为删去 u 使得 v 和 v 子树外的所有点不
连通）。新建方点 w，w 在圆方树上的父亲是 u，并把 v 子树内
没确定圆方树上的父亲的节点的父亲设为 w。这个过程也可以用
栈维护。
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点双连通分量与圆方树

圆方树上度数大于 1 的圆点就是割点。
无向图上的节点 u, v 间所有简单路径的交集是 u, v 在圆方

树上路径经过的圆点，所有简单路径的并集是 u, v 在圆方树上路
径经过的方点的邻居。（为什么？）

如何找到包含原图中一条边两端点的点双连通分量？
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CF1916F Group Division

集合 S 的导出子图是以 S 为点集，以原图上两端点均在 S
中的边为边集的图。给定 n = n1 + n2 个节点 m 条边的点双连通
图，没有重边自环。求将其划分成集合 S1,S2 的方案，满足 |S1|
= n1，|S2| = n2，且 S1,S2 的导出子图均连通。保证有解。T 组
数据。

1 ≤ T ≤ 1000，n1,n2,m ≥ 1，
∑

(n1 + n2) ≤ 2000，
∑

m
≤ 5000。
事实上，存在节点的排列 {an}，使得对任意 1 ≤ i < n，有

{a1, a2, . . . , ai}, {ai+1, ai+2, . . . , an} 的导出子图均连通。

positive1
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题解

从节点 1 开始跑最朴素的 Tarjan 算法，求出 dfn, low 和
DFS 树上的父亲 fa。设 low(u)（DFS 序编号）对应的节点为
up(u)。

由于原图是点双连通图，u ̸= up(u)（u ̸= 1）。up(u) = fa(u)
当且仅当 fa(u) = 1，且这样的 u 只有一个。建一张新图，每个
节点 u 连边 fa(u)→ u，up(u)→ u。最后从节点 1 开始 DFS 遍
历新图，有多条出边先走 dfn 较大的，按 DFS 遍历的顺序排列
节点就是答案。

先说明前缀的导出子图连通，也就是除节点 1 外每个节点都
和至少一个更早遍历的节点相邻。

如果 u 被 fa(u) 遍历，则 u 和更早遍历的 fa(u) 相邻。
否则，up(u) 是更早遍历的节点，但 u 不一定和 up(u) 相邻。
如果 u 不和 up(u) 相邻，则 up(u) 来自 u 的子树。设 u 的
儿子 v 满足 up(u) = up(v)，由于 u, v 都是新图上 up(u) 的
出边且 dfn(v) > dfn(u)，故 v 比 u 更早遍历。

positive1
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如果 u 不和 up(u) 相邻，则 up(u) 来自 u 的子树。设 u 的
儿子 v 满足 up(u) = up(v)，由于 u, v 都是新图上 up(u) 的
出边且 dfn(v) > dfn(u)，故 v 比 u 更早遍历。
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题解
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u 晚遍历。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

强连通分量

接下来讨论有向图。强连通图是任意一对节点互相可达的
图。强连通分量是极大的强连通子图。

仍然建出 DFS 树。注意有向图不一定存在可以到达所有节
点的节点，需要从不同起点开始 DFS，同时避免重复遍历。有向
图上的边可能既不是树边，也不是反祖边，这样的边不影响强连
通性（反证法），但可能干扰 low 的作用——low(u) 对应的节点
应当和 u 处于同一个强连通分量。

强连通分量一定是 DFS 树上的连通块，并且两个强连通分
量不可能相交。我们希望在深度最浅的节点上统计强连通分量，
这个节点应当满足 dfn(u) ≤ low(u)。划分连通块的过程和边双连
通分量一样。

如果把强连通分量缩点，保留原图中连接不同强连通分量的
边，得到有向无环图。记得去重边。
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2-SAT

给出若干布尔变量和布尔变量之间的限制：a = u ∨ b = v，
其中 a, b 是布尔变量，u, v 是给定的 true 或 false。问是否存
在满足所有限制的变量取值，如果存在，给出构造。

把每个变量拆成两个节点 a0, a1，表示两种可能的取值。以
a = true ∨ b = false 为例，连边 a0 → b0, b1 → a1。

如果某个变量 a 满足 a0, a1 属于同一个强连通分量，就是无
解。取 a 为 a0, a1 在缩点后的图上拓扑序靠后者，（根据边的对
称性）能构造出一种合法方案。DFS 过程越早求出的强连通分
量，在缩点后的图上拓扑序越靠后。

每条限制都是只涉及两个变量的布尔表达式，可以通过分类
讨论真值表解决。如果要求 a = true，就连边 a0 → a1。
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二分图最大匹配

二分图是节点可以划分为两个集合（左部点，右部点），且
两个集合内部没有边的图。匹配就是选出一些边，使得这些边没
有公共顶点。

二分图两组匹配的异或只可能由环和链组成。任意合法匹配
都可以通过不断反转环与链的匹配状态得到。交错路是可以将匹
配状态取反的链，交错环是可以将匹配状态取反的环。
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增广路算法

从左部未匹配点出发 DFS，从左向右走非匹配边，从右向左
走匹配边。如果从右向左没有匹配边，就是走到了右部未匹配
点，找到了增广路。把左部未匹配点到右部未匹配点路径上的边
匹配状态取反，使得匹配数量增加 1。

这个算法不会把匹配点转化成未匹配点，所以每个左部点各
尝试一次增广后就找到了最大匹配。对于 n 个节点，m 条边的
二分图，时间复杂度为 O(n(n + m))。
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最小点覆盖与最大独立集

覆盖集是节点的集合，其包含每条边两端的至少一个节点。
容易发现最小点覆盖 ≥ 最大匹配。并且可以构造取等的方

案。

先求出最大匹配。再从左部所有未匹配点出发 DFS，从左向
右走非匹配边，从右向左走匹配边。此时不可能走到右部未匹配
点。没遍历到的左部点和遍历到的右部点是最小点覆盖的一种方
案。（为什么？）

独立集是节点的集合，其包含每条边两端的至多一个节点。
独立集就是覆盖集的补集。最大独立集就是总点数减最小点覆
盖。
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必经点与可行点

如果找到了一条从左部未匹配点 u 到左部匹配点 v 的交错
路，就可以把路径上的边匹配状态取反，于是 u 是可行点，v 不
是必经点。

从左部所有未匹配点出发 DFS，从左向右走非匹配边，从右
向左走匹配边，可以遍历所有不是左部必经点的 v。

从左部所有匹配点出发 DFS，从左向右走匹配边，从右向左
走非匹配边，可以遍历所有左部可行点 u。

右部点同理。
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必经边与可行边

如果找到了一个交错环，就可以把环上的边匹配状态取反，
于是环上所有边都不是必经边，且都是可行边。

将图定向为从左向右走非匹配边，从右向左走匹配边，此时
图上的所有环一定都是交错环。一条边属于某个交错环当且仅当
两端点属于同一个强连通分量，把这样的边标为非必经边和可行
边。

当然可行边还要包括初始匹配边。

positive1
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二分图博弈

给定二分图和棋子的起点。双方交替进行游戏，每次将棋子
沿着边移动一步，不能经过重复的点。不能移动者输。求先手是
否有必胜策略。

把最大匹配作为行动纲领，如果一方首先将棋子到了某条匹
配边的一端上，另一方就可以将棋子移到匹配边的另一端。最后
肯定走出一条交错路，胜负已判。

一个起点是先手必胜的当且仅当这个点是最大匹配必经点。
必要性：若存在一个最大匹配不经过起点，那么先手每次操

作时，要么无路可走，要么走到了某个匹配点上（否则就找到了
一条增广路）。于是，后手只要每次走匹配边即可。

充分性：从起点 u 沿着匹配边移动到 v，v 一定不是删去 u
的二分图的最大匹配必经点（因为删去 u 的二分图和删去 u, v
的二分图最大匹配大小相同），由必要性，先手必胜。
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P3731 [HAOI2017] 新型城市化

团是一个点集，满足其中任意两个节点都相邻。给定 n 个节
点的无向完全图，从中挖掉 m 条边。保证此时图可以划分为最
多两个团。问 m 条边中哪些边满足加入这条边后图的最大团大
小比原来大。

1 ≤ n ≤ 104，0 ≤ m ≤ min{1.5× 105, n(n−1)
2 }。
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题解

考虑补图。原图可以划分为最多两个团，补图就是二分图。
原图最大团就是补图最大独立集。二分图最大独立集是总点数减
最大匹配。最大团增大说明最大匹配减小。所以就是问 m 条边
中哪些是最大匹配必经边。

positive1
图论
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Hall 定理
记二分图左部点集为 V1，右部点集为 V2，N(S) 表示和集

合 S 中的某些节点相邻的节点集合（S = {u} 就简写作 N(u)），
则存在大小为 |V1| 的匹配（完美匹配）当且仅当 ∀S ⊆ V1, |S|
≤ |N(S)|。

只证充分性。|V1| = 1 显然成立。假设 |V1| < n 成立，当
|V1| = n 时，

如果 ∃S ⊊ V1,S ̸= ∅, |S| = |N(S)|，子图 (S,N(S)) 和 (V1

− S,V2 − N(S)) 均满足归纳假设。
否则，任取 u ∈ V1, v ∈ N(u)，子图 (V1 − {u},V2 − {v}) 满
足归纳假设。

推广：存在大小为 |V1| − k 的匹配，当且仅当 ∀S ⊆ V1, |S|
− k ≤ |N(S)|。

证明：V2 新建 k 个节点，和所有 V1 中的节点连边。此时
存在大小为 |V1| 的匹配。删去新建节点的匹配即可。

positive1
图论
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Hall 定理
记二分图左部点集为 V1，右部点集为 V2，N(S) 表示和集

合 S 中的某些节点相邻的节点集合（S = {u} 就简写作 N(u)），
则存在大小为 |V1| 的匹配（完美匹配）当且仅当 ∀S ⊆ V1, |S|
≤ |N(S)|。

只证充分性。|V1| = 1 显然成立。假设 |V1| < n 成立，当
|V1| = n 时，

如果 ∃S ⊊ V1,S ̸= ∅, |S| = |N(S)|，子图 (S,N(S)) 和 (V1

− S,V2 − N(S)) 均满足归纳假设。
否则，任取 u ∈ V1, v ∈ N(u)，子图 (V1 − {u},V2 − {v}) 满
足归纳假设。

推广：存在大小为 |V1| − k 的匹配，当且仅当 ∀S ⊆ V1, |S|
− k ≤ |N(S)|。

证明：V2 新建 k 个节点，和所有 V1 中的节点连边。此时
存在大小为 |V1| 的匹配。删去新建节点的匹配即可。

positive1
图论
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Hall 定理
记二分图左部点集为 V1，右部点集为 V2，N(S) 表示和集

合 S 中的某些节点相邻的节点集合（S = {u} 就简写作 N(u)），
则存在大小为 |V1| 的匹配（完美匹配）当且仅当 ∀S ⊆ V1, |S|
≤ |N(S)|。

只证充分性。|V1| = 1 显然成立。假设 |V1| < n 成立，当
|V1| = n 时，

如果 ∃S ⊊ V1,S ̸= ∅, |S| = |N(S)|，子图 (S,N(S)) 和 (V1

− S,V2 − N(S)) 均满足归纳假设。
否则，任取 u ∈ V1, v ∈ N(u)，子图 (V1 − {u},V2 − {v}) 满
足归纳假设。

推广：存在大小为 |V1| − k 的匹配，当且仅当 ∀S ⊆ V1, |S|
− k ≤ |N(S)|。

证明：V2 新建 k 个节点，和所有 V1 中的节点连边。此时
存在大小为 |V1| 的匹配。删去新建节点的匹配即可。

positive1
图论
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P4518 [JSOI2018] 绝地反击

给定 n 个平面上的点 (xi, yi)，在所有将点移动到以原点为
圆心、R 为半径的圆上，且恰好 n 等分圆弧的方案中，求这 n
个点移动距离最大值的最小值。

3 ≤ n ≤ 200，0 ≤ |xi|, |yi|,R ≤ 100。

positive1
图论
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题解

二分答案。每个点能移动到一段圆弧。钦定一个 n 等分点和
圆弧的端点重合（这包含了所有本质不同的情况）。每个点向能
移动到的 n 等分点连边。存在完美匹配则答案合法。

区间连边的匹配问题（任意左部点 u 均满足 N(u) 是连续
段）可以使用 Hall 定理判定是否存在完美匹配。如果存在点集 S
满足 |S| > |N(S)|，则存在一个连续段 N(S) 满足 |S| > |N(S)|，
只需要检查 O(n2) 个连续段就能判定是否存在完美匹配。这种
做法容易拓展到环上。

positive1
图论
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题解

二分答案。每个点能移动到一段圆弧。钦定一个 n 等分点和
圆弧的端点重合（这包含了所有本质不同的情况）。每个点向能
移动到的 n 等分点连边。存在完美匹配则答案合法。

区间连边的匹配问题（任意左部点 u 均满足 N(u) 是连续
段）可以使用 Hall 定理判定是否存在完美匹配。如果存在点集 S
满足 |S| > |N(S)|，则存在一个连续段 N(S) 满足 |S| > |N(S)|，
只需要检查 O(n2) 个连续段就能判定是否存在完美匹配。这种
做法容易拓展到环上。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

Kruskal 重构树

一开始所有重构树节点都是孤立点。在 Kruskal 算法执行过
程中，如果要把权值为 w 的边 (u, v) 加入最小生成树，则新建重
构树节点 x，点权为 w，（用并查集）找到 u, v 在重构树上的根节
点 fu, fv，并将 fu, fv 的父亲设为 x。

如果原图有 n 个节点并且连通，最后会得到一棵 2n− 1 个
节点的二叉树，所有原图上的节点都是 Kruskal 重构树的叶节点。
从叶节点不断跳父亲，点权递增。

一条路径的瓶颈是其经过的边的权值最大值。节点 u, v 的最
小瓶颈路（所有简单路径中瓶颈的最小值）是 u, v 在 Kruskal 重
构树上 LCA 的权值。

设 u 是原图上的节点，v 是 u 的祖先，如果边权互不相同，
则所有到 u 的最小瓶颈路不超过 v 的权值的节点恰好是 v 子树
的所有叶节点。

怎么求最大瓶颈路？

positive1
图论
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Kruskal 重构树

一开始所有重构树节点都是孤立点。在 Kruskal 算法执行过
程中，如果要把权值为 w 的边 (u, v) 加入最小生成树，则新建重
构树节点 x，点权为 w，（用并查集）找到 u, v 在重构树上的根节
点 fu, fv，并将 fu, fv 的父亲设为 x。

如果原图有 n 个节点并且连通，最后会得到一棵 2n− 1 个
节点的二叉树，所有原图上的节点都是 Kruskal 重构树的叶节点。
从叶节点不断跳父亲，点权递增。

一条路径的瓶颈是其经过的边的权值最大值。节点 u, v 的最
小瓶颈路（所有简单路径中瓶颈的最小值）是 u, v 在 Kruskal 重
构树上 LCA 的权值。

设 u 是原图上的节点，v 是 u 的祖先，如果边权互不相同，
则所有到 u 的最小瓶颈路不超过 v 的权值的节点恰好是 v 子树
的所有叶节点。

怎么求最大瓶颈路？

positive1
图论
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Kruskal 重构树

一开始所有重构树节点都是孤立点。在 Kruskal 算法执行过
程中，如果要把权值为 w 的边 (u, v) 加入最小生成树，则新建重
构树节点 x，点权为 w，（用并查集）找到 u, v 在重构树上的根节
点 fu, fv，并将 fu, fv 的父亲设为 x。

如果原图有 n 个节点并且连通，最后会得到一棵 2n− 1 个
节点的二叉树，所有原图上的节点都是 Kruskal 重构树的叶节点。
从叶节点不断跳父亲，点权递增。

一条路径的瓶颈是其经过的边的权值最大值。节点 u, v 的最
小瓶颈路（所有简单路径中瓶颈的最小值）是 u, v 在 Kruskal 重
构树上 LCA 的权值。

设 u 是原图上的节点，v 是 u 的祖先，如果边权互不相同，
则所有到 u 的最小瓶颈路不超过 v 的权值的节点恰好是 v 子树
的所有叶节点。

怎么求最大瓶颈路？

positive1
图论
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SOJ64 【STR #2】雪之国度

给定 n 个节点 m 条边的无向连通图，有点权 W，可能有重
边自环。边 (u, v) 的权值是 |Wu −Wv|。q 次询问，每次给定节
点 u, v，问两条从 u 到 v 的边不交简单路径的瓶颈的最大值的最
小值，如果不存在，输出 infinitely。

1 ≤ n, q ≤ 105，1 ≤ m ≤ 5× 105，0 ≤Wi ≤ 2× 105。

positive1
图论
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题解

用 Kruskal 算法的思路求“最小生成边双”。如果 u = v 或
u, v 不属于同一个边双连通分量，输出 infinitely。

先建出最小生成树，其边权不影响答案。然后为最小生成树
上的每条边找到权值最小的非树边替代方案，以此作为树的边
权。节点 u, v 树上简单路径的最大边权就是答案。

按权值从小到大枚举非树边，树上每条边的权值只更新一
次。在一条边权值更新后把较深的端点合并到较浅的端点。更新
权值的过程就是不断暴力跳父亲，更新第一个没被合并的点。

树链最大值有一种好写的启发式合并做法。按权值从小到大
枚举树边，把较小的连通块的父亲设为较大的连通块，只要经过
这条边答案就和树边权值取 max。这样就建出了树高 O(log n)
的“重构树”，满足任意两点间的树链最大值和原树相同。

positive1
图论
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题解

用 Kruskal 算法的思路求“最小生成边双”。如果 u = v 或
u, v 不属于同一个边双连通分量，输出 infinitely。

先建出最小生成树，其边权不影响答案。然后为最小生成树
上的每条边找到权值最小的非树边替代方案，以此作为树的边
权。节点 u, v 树上简单路径的最大边权就是答案。

按权值从小到大枚举非树边，树上每条边的权值只更新一
次。在一条边权值更新后把较深的端点合并到较浅的端点。更新
权值的过程就是不断暴力跳父亲，更新第一个没被合并的点。

树链最大值有一种好写的启发式合并做法。按权值从小到大
枚举树边，把较小的连通块的父亲设为较大的连通块，只要经过
这条边答案就和树边权值取 max。这样就建出了树高 O(log n)
的“重构树”，满足任意两点间的树链最大值和原树相同。

positive1
图论
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Boruvka

Boruvka 算法可以求最小生成树。初始所有节点都是孤立的
连通块。一轮迭代中，先为每个连通块找到权值最小的出边，再
枚举所有找到的边，如果两端还未连通，就合并到一个连通块并
加入最小生成树。每一轮迭代连通块个数减小至少一半。n 个节
点的图经过 O(log n) 轮迭代算法就会结束。

该算法可以处理边数不可直接枚举的图。找权值最小出边与
合并操作分离，使得维护边的数据结构只需要面对 O(log n) 轮
修改，相比之下，专注于一个连通块的 Prim 算法就是强制在线
的 O(n) 次修改。

positive1
图论
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Boruvka

Boruvka 算法可以求最小生成树。初始所有节点都是孤立的
连通块。一轮迭代中，先为每个连通块找到权值最小的出边，再
枚举所有找到的边，如果两端还未连通，就合并到一个连通块并
加入最小生成树。每一轮迭代连通块个数减小至少一半。n 个节
点的图经过 O(log n) 轮迭代算法就会结束。

该算法可以处理边数不可直接枚举的图。找权值最小出边与
合并操作分离，使得维护边的数据结构只需要面对 O(log n) 轮
修改，相比之下，专注于一个连通块的 Prim 算法就是强制在线
的 O(n) 次修改。

positive1
图论
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期望线性最小生成树

设图有 n 个节点 m 条边。
先进行两轮 Boruvka 算法中的迭代，使节点数降至 n

4。
在缩点后的图上以 1

2 的概率随机选边，递归跑最小生成树
（森林）。如果一条边在边子集的最小生成树上不优，则在边全集
的最小生成树上不优。删去所有不优的边后期望边数不超过 n

2。
最后对剩下的边递归跑最小生成树。
期望时间复杂度 T(n,m) = T(n

4 ,
m
2 ) + T(n

4 ,
n
2 ) + O(n + m)

= O(n + m)。

positive1
图论
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P9701 [GDCPC2023] Classic Problem

给定 n 个节点的无向完全图与 m 个三元组 (ui, vi,wi)。节点
x, y（1 ≤ x < y ≤ n）之间的边权如下：

如果存在 i 满足 ui = x, vi = y，则边权为 wi。

否则边权为 y− x。
求最小生成树的边权和。T 组数据。
1 ≤ n ≤ 109，0 ≤ m ≤ 105，1 ≤ T ≤ 105，

∑
m ≤ 5× 105，

0 ≤ wi ≤ 109，1 ≤ ui < vi ≤ n，∀i ̸= j, (ui, vi) ̸= (uj, vj)。

positive1
图论
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题解

m 条特殊边最多覆盖 2m 个节点，连续的没连特殊边的点显
然用权值为 1 的边串起来。这样点数是 O(m)。

然后使用 Boruvka 算法。先用 m 条特殊边更新最小出边。
再对每个节点 i 求出前后第一个不属于同一连通块且没和 i 连特
殊边的节点，用 y− x 更新最小出边。

每个节点都处理出前一个不属于同一连通块的节点。如果不
幸和 i 连了特殊边，就暴力往下一个节点跳。如果下一个节点又
和 i 属于同一连通块，就再跳到“前一个不属于同一连通块的节
点”，如此循环。跳的总次数是 O(m) 的。

positive1
图论
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题解

m 条特殊边最多覆盖 2m 个节点，连续的没连特殊边的点显
然用权值为 1 的边串起来。这样点数是 O(m)。

然后使用 Boruvka 算法。先用 m 条特殊边更新最小出边。
再对每个节点 i 求出前后第一个不属于同一连通块且没和 i 连特
殊边的节点，用 y− x 更新最小出边。

每个节点都处理出前一个不属于同一连通块的节点。如果不
幸和 i 连了特殊边，就暴力往下一个节点跳。如果下一个节点又
和 i 属于同一连通块，就再跳到“前一个不属于同一连通块的节
点”，如此循环。跳的总次数是 O(m) 的。

positive1
图论
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题解

m 条特殊边最多覆盖 2m 个节点，连续的没连特殊边的点显
然用权值为 1 的边串起来。这样点数是 O(m)。

然后使用 Boruvka 算法。先用 m 条特殊边更新最小出边。
再对每个节点 i 求出前后第一个不属于同一连通块且没和 i 连特
殊边的节点，用 y− x 更新最小出边。

每个节点都处理出前一个不属于同一连通块的节点。如果不
幸和 i 连了特殊边，就暴力往下一个节点跳。如果下一个节点又
和 i 属于同一连通块，就再跳到“前一个不属于同一连通块的节
点”，如此循环。跳的总次数是 O(m) 的。

positive1
图论
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三元环

给定 n 个节点 m 条边的无向图，没有重边自环，求所有三
元环。

将节点按照度数从小到大排序，度数相同的顺序任意。记节
点 u 排序后的所在下标为 rank(u)。

枚举三元环中 rank 最大者 u，标记所有和 u 相邻的节点，
再枚举和 u 相邻的节点 v（rank(u) > rank(v)），枚举和 v 相邻
的节点 w（rank(v) > rank(w)），如果 w 被 u 标记过，就找到了
三元环。

positive1
图论
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三元环

给定 n 个节点 m 条边的无向图，没有重边自环，求所有三
元环。

将节点按照度数从小到大排序，度数相同的顺序任意。记节
点 u 排序后的所在下标为 rank(u)。

枚举三元环中 rank 最大者 u，标记所有和 u 相邻的节点，
再枚举和 u 相邻的节点 v（rank(u) > rank(v)），枚举和 v 相邻
的节点 w（rank(v) > rank(w)），如果 w 被 u 标记过，就找到了
三元环。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

三元环

考虑 v 贡献的时间复杂度。设 v 的度数为 d(v)。
如果 d(v) ≤

√
m，则 (u,w) 总数为 O(d2(v))，又因为∑

d(i) = 2m，所以
∑

d(i)≤
√

m d2(i) = O(m
√

m)。

否则，因为 d(u) ≥ d(v) >
√

m，u 只能有 O(
√

m) 个，∑
d(i)>

√
m d(i)

√
m = O(m

√
m)。

这同时说明了三元环个数是 O(m
√

m)（完全图就能卡满），
可以支持比计数更复杂的操作。

要求 rank(v) > rank(w) 是为了避免算重，只要 rank(u) >
rank(v) 就能保证时间复杂度正确。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

三元环

考虑 v 贡献的时间复杂度。设 v 的度数为 d(v)。
如果 d(v) ≤

√
m，则 (u,w) 总数为 O(d2(v))，又因为∑

d(i) = 2m，所以
∑

d(i)≤
√

m d2(i) = O(m
√

m)。

否则，因为 d(u) ≥ d(v) >
√

m，u 只能有 O(
√

m) 个，∑
d(i)>

√
m d(i)

√
m = O(m

√
m)。

这同时说明了三元环个数是 O(m
√

m)（完全图就能卡满），
可以支持比计数更复杂的操作。

要求 rank(v) > rank(w) 是为了避免算重，只要 rank(u) >
rank(v) 就能保证时间复杂度正确。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

三元环

考虑 v 贡献的时间复杂度。设 v 的度数为 d(v)。
如果 d(v) ≤

√
m，则 (u,w) 总数为 O(d2(v))，又因为∑

d(i) = 2m，所以
∑

d(i)≤
√

m d2(i) = O(m
√

m)。

否则，因为 d(u) ≥ d(v) >
√

m，u 只能有 O(
√

m) 个，∑
d(i)>

√
m d(i)

√
m = O(m

√
m)。

这同时说明了三元环个数是 O(m
√

m)（完全图就能卡满），
可以支持比计数更复杂的操作。

要求 rank(v) > rank(w) 是为了避免算重，只要 rank(u) >
rank(v) 就能保证时间复杂度正确。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

四元环计数

枚举四元环中 rank 最大者 u。注意四元环中 rank 最小者可
能和 u 相邻也可能和 u 相对。如果和 u 相邻的节点 v,w 有共同
相邻的节点 x（rank(u) > max{rank(v), rank(w), rank(x)}），就
形成四元环。

枚举和 u 相邻的节点 v（rank(u) > rank(v)），枚举和 v 相
邻的节点 x（rank(u) > rank(x)），所有之前访问到 x 的方案都可
以和 u− v− x 拼成四元环，将 x 的访问次数加入答案，并将 x
的访问次数增加 1。

时间复杂度也是 O(m
√

m)。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

四元环计数

枚举四元环中 rank 最大者 u。注意四元环中 rank 最小者可
能和 u 相邻也可能和 u 相对。如果和 u 相邻的节点 v,w 有共同
相邻的节点 x（rank(u) > max{rank(v), rank(w), rank(x)}），就
形成四元环。

枚举和 u 相邻的节点 v（rank(u) > rank(v)），枚举和 v 相
邻的节点 x（rank(u) > rank(x)），所有之前访问到 x 的方案都可
以和 u− v− x 拼成四元环，将 x 的访问次数加入答案，并将 x
的访问次数增加 1。

时间复杂度也是 O(m
√

m)。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

P3547 [POI2013] CEN-Price List

给定 n 个节点 m 条边的无向连通图，边权均为 a。将原来
图中满足最短路等于 2a 的所有点对之间加一条权值为 b 的边。
求单源最短路。

2 ≤ n ≤ 105，1 ≤ m ≤ 105，1 ≤ a, b ≤ 1000。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

题解

BFS 一遍求出单位边权的最短路。如果 b ≥ 2a，直接输出答
案。

否则把最短路的相邻两个 a 换成 b 总是优的，并且合法。但
这样可能有一个 a 换不掉，还要求出只走权值为 b 的边的单源
最短路。

BFS 到节点 u 时，枚举和 u 相邻的节点 v，枚举和 v 相邻
的节点 w。如果 u,w 不相邻就更新 w 的最短路。注意 BFS 最短
路只需要更新一次，为保证复杂度，只要 u,w 不相邻，下次就不
枚举 ?− v− w。如果没有 u,w 相邻的情况，时间复杂度是均摊
O(m)。而 u,w 相邻就是找到了三元环，三元环有 O(m

√
m) 个。

时间复杂度瓶颈是跳过所有三元环。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

题解

BFS 一遍求出单位边权的最短路。如果 b ≥ 2a，直接输出答
案。

否则把最短路的相邻两个 a 换成 b 总是优的，并且合法。但
这样可能有一个 a 换不掉，还要求出只走权值为 b 的边的单源
最短路。

BFS 到节点 u 时，枚举和 u 相邻的节点 v，枚举和 v 相邻
的节点 w。如果 u,w 不相邻就更新 w 的最短路。注意 BFS 最短
路只需要更新一次，为保证复杂度，只要 u,w 不相邻，下次就不
枚举 ?− v− w。如果没有 u,w 相邻的情况，时间复杂度是均摊
O(m)。而 u,w 相邻就是找到了三元环，三元环有 O(m

√
m) 个。

时间复杂度瓶颈是跳过所有三元环。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

差分约束

给出 n 个变量和 m 条变量之间的限制：a− b ≤ w，其中
a, b 是变量，w 是给定常数。问是否存在满足所有限制的变量取
值，如果存在，给出构造。

把变量作为节点。a− b ≤ w，就连一条从节点 b 到节点 a
的边权为 w 的有向边。从任意一个能到达 b 的节点跑单源最短
路，如果有负环就无解（把形成负环的式子左右分别相加，得到
0 < 0），否则节点 a, b 的距离满足 a− b ≤ w。

没有负环的图，最短路的边数最多为 n− 1。Bellman–Ford
算法松弛 n− 1 轮后如果还能松弛就是有负环。SPFA 算法可以
记录一个节点当前最短路经过的边数，达到 n 就是有负环；写了
inqueue 优化的前提下，也可以记录一个节点的进队次数，因为
每次进队最短路经过的边数严格递增。后者常数较大。注意，没
有负环也可以把一个节点的被松弛次数卡到 O(n2)。

如果原图是强连通图，可以任选起点跑单源最短路，否则可
以把 n 个节点都视为起点做松弛操作。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

差分约束

给出 n 个变量和 m 条变量之间的限制：a− b ≤ w，其中
a, b 是变量，w 是给定常数。问是否存在满足所有限制的变量取
值，如果存在，给出构造。

把变量作为节点。a− b ≤ w，就连一条从节点 b 到节点 a
的边权为 w 的有向边。从任意一个能到达 b 的节点跑单源最短
路，如果有负环就无解（把形成负环的式子左右分别相加，得到
0 < 0），否则节点 a, b 的距离满足 a− b ≤ w。

没有负环的图，最短路的边数最多为 n− 1。Bellman–Ford
算法松弛 n− 1 轮后如果还能松弛就是有负环。SPFA 算法可以
记录一个节点当前最短路经过的边数，达到 n 就是有负环；写了
inqueue 优化的前提下，也可以记录一个节点的进队次数，因为
每次进队最短路经过的边数严格递增。后者常数较大。注意，没
有负环也可以把一个节点的被松弛次数卡到 O(n2)。

如果原图是强连通图，可以任选起点跑单源最短路，否则可
以把 n 个节点都视为起点做松弛操作。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

差分约束

给出 n 个变量和 m 条变量之间的限制：a− b ≤ w，其中
a, b 是变量，w 是给定常数。问是否存在满足所有限制的变量取
值，如果存在，给出构造。

把变量作为节点。a− b ≤ w，就连一条从节点 b 到节点 a
的边权为 w 的有向边。从任意一个能到达 b 的节点跑单源最短
路，如果有负环就无解（把形成负环的式子左右分别相加，得到
0 < 0），否则节点 a, b 的距离满足 a− b ≤ w。

没有负环的图，最短路的边数最多为 n− 1。Bellman–Ford
算法松弛 n− 1 轮后如果还能松弛就是有负环。SPFA 算法可以
记录一个节点当前最短路经过的边数，达到 n 就是有负环；写了
inqueue 优化的前提下，也可以记录一个节点的进队次数，因为
每次进队最短路经过的边数严格递增。后者常数较大。注意，没
有负环也可以把一个节点的被松弛次数卡到 O(n2)。

如果原图是强连通图，可以任选起点跑单源最短路，否则可
以把 n 个节点都视为起点做松弛操作。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

差分约束

给出 n 个变量和 m 条变量之间的限制：a− b ≤ w，其中
a, b 是变量，w 是给定常数。问是否存在满足所有限制的变量取
值，如果存在，给出构造。

把变量作为节点。a− b ≤ w，就连一条从节点 b 到节点 a
的边权为 w 的有向边。从任意一个能到达 b 的节点跑单源最短
路，如果有负环就无解（把形成负环的式子左右分别相加，得到
0 < 0），否则节点 a, b 的距离满足 a− b ≤ w。

没有负环的图，最短路的边数最多为 n− 1。Bellman–Ford
算法松弛 n− 1 轮后如果还能松弛就是有负环。SPFA 算法可以
记录一个节点当前最短路经过的边数，达到 n 就是有负环；写了
inqueue 优化的前提下，也可以记录一个节点的进队次数，因为
每次进队最短路经过的边数严格递增。后者常数较大。注意，没
有负环也可以把一个节点的被松弛次数卡到 O(n2)。

如果原图是强连通图，可以任选起点跑单源最短路，否则可
以把 n 个节点都视为起点做松弛操作。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

CF241E Flights

给定 n 个节点 m 条边的有向无环图，没有重边，保证节点
1 可达节点 n。问是否存在一种将边赋权值 1 或 2 的方案，使节
点 1 到节点 n 的所有路径长度相同。如果存在，给出构造。

2 ≤ n ≤ 1000，1 ≤ m ≤ 5000。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

题解

如果节点 1 到节点 n 的所有路径长度相同，那么所有位于
节点 1 到节点 n 路径上的节点具有和 n 相同的性质。设 dis(u)
表示节点 1 到 u 的路径长度。那么一条边 u→ v 产生的限制就
是 1 ≤ dis(v)− dis(u) ≤ 2。拆成 dis(v)− dis(u) ≤ 2 和 dis(u)
− dis(v) ≤ −1 跑差分约束。

注意只有位于节点 1 到节点 n 路径上的节点受到路径长度
相同的限制，差分约束应当忽略其他节点。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

题解

如果节点 1 到节点 n 的所有路径长度相同，那么所有位于
节点 1 到节点 n 路径上的节点具有和 n 相同的性质。设 dis(u)
表示节点 1 到 u 的路径长度。那么一条边 u→ v 产生的限制就
是 1 ≤ dis(v)− dis(u) ≤ 2。拆成 dis(v)− dis(u) ≤ 2 和 dis(u)
− dis(v) ≤ −1 跑差分约束。

注意只有位于节点 1 到节点 n 路径上的节点受到路径长度
相同的限制，差分约束应当忽略其他节点。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

P7515 [省选联考 2021 A 卷] 矩阵游戏

给定 (n− 1)× (m− 1) 的矩阵 bi,j，问是否存在 n×m 的矩
阵 ai,j 满足 bi,j = ai,j + ai,j+1 + ai+1,j + ai+1,j+1，且 0 ≤ ai,j ≤
106。如果存在，给出构造。T 组数据。

1 ≤ T ≤ 10，2 ≤ n,m ≤ 300，0 ≤ bi,j ≤ 4× 106。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

题解

先不考虑 0 ≤ ai,j ≤ 106，构造出任意一个满足 bi,j = ai,j +
ai,j+1 + ai+1,j + ai+1,j+1 的矩阵 ai,j。

然后在满足等式的基础上调整。可以选定一行 i 和变量 xi，
让这一行的元素交替加、减 xi，也就是 ai,j ← ai,j + (−1)jxi。类
似地对列调整，选定一列 j 和变量 yj，令 ai,j ← ai,j + (−1)iyj。
只要确定 a 的第一行第一列就可以推出整个矩阵，所以这 n + m
个变量已经足够调整出任何满足等式的矩阵。

约束是 0 ≤ ai,j + (−1)jxi + (−1)iyj ≤ 106。凑一下差分约束
的形式。令 xi ← (−1)ixi，yj ← (−1)j+1yj，约束转化为 −ai,j ≤
(−1)i+j(xi − yj) ≤ 106 − ai,j。

时间复杂度是 O(Tnm(n + m))，可能卡常。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

题解

先不考虑 0 ≤ ai,j ≤ 106，构造出任意一个满足 bi,j = ai,j +
ai,j+1 + ai+1,j + ai+1,j+1 的矩阵 ai,j。

然后在满足等式的基础上调整。可以选定一行 i 和变量 xi，
让这一行的元素交替加、减 xi，也就是 ai,j ← ai,j + (−1)jxi。类
似地对列调整，选定一列 j 和变量 yj，令 ai,j ← ai,j + (−1)iyj。
只要确定 a 的第一行第一列就可以推出整个矩阵，所以这 n + m
个变量已经足够调整出任何满足等式的矩阵。

约束是 0 ≤ ai,j + (−1)jxi + (−1)iyj ≤ 106。凑一下差分约束
的形式。令 xi ← (−1)ixi，yj ← (−1)j+1yj，约束转化为 −ai,j ≤
(−1)i+j(xi − yj) ≤ 106 − ai,j。

时间复杂度是 O(Tnm(n + m))，可能卡常。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

一般图最大独立集

求一般图最大独立集是 NP-hard 问题。本部分的时间复杂度
均忽略了 poly(n) 因子，其中 n 是节点数量。

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

比暴力快的算法

设 f(S) 表示点集 S 的导出子图的最大独立集大小。
当 S = ∅ 时，显然 f(S) = 0。否则，设 u = max S ，有 f(S)

= max{f(S− {u}), f(S− {u} − N(u)) + 1}。
也就是说，最大独立集要么不包含 u，要么包含 u 且不包含

所有和 u 相邻的节点。

如果要求空间复杂度为关于 n 的多项式，时间复杂度是什
么？记忆化搜索的时间复杂度呢？

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

比暴力快的算法

设 f(S) 表示点集 S 的导出子图的最大独立集大小。
当 S = ∅ 时，显然 f(S) = 0。否则，设 u = max S ，有 f(S)

= max{f(S− {u}), f(S− {u} − N(u)) + 1}。
也就是说，最大独立集要么不包含 u，要么包含 u 且不包含

所有和 u 相邻的节点。
如果要求空间复杂度为关于 n 的多项式，时间复杂度是什

么？记忆化搜索的时间复杂度呢？

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

局部记忆化

在 S− {u} = S− {u} − N(u) 时（u 在导出子图中是孤立
点），只需递归一次。

记 x = |S|，若能发生两次递归，则 |S− {u} − N(u)| ≤ x
− 2。设计算 f(S) 的时间复杂度为 T(x)，则 T(x) ≤ T(x− 1)
+T(x− 2)。用 Fibonacci 数列估计 T(n) = O(1.618n)。加上这个
小优化已经比暴力快了（至少是理论上）！

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

局部记忆化

在 S− {u} = S− {u} − N(u) 时（u 在导出子图中是孤立
点），只需递归一次。

记 x = |S|，若能发生两次递归，则 |S− {u} − N(u)| ≤ x
− 2。设计算 f(S) 的时间复杂度为 T(x)，则 T(x) ≤ T(x− 1)
+T(x− 2)。用 Fibonacci 数列估计 T(n) = O(1.618n)。加上这个
小优化已经比暴力快了（至少是理论上）！

positive1
图论



并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

指数空间复杂度的记忆化

f(S) 总是向 max S 减小的方向递归。设节点编号为 1 ∼ n。
枚举 1 ≤ i ≤ n，被搜索到的满足 max S = i 的集合 S 数量受到
两方面限制：

编号大于 i 的节点一定不在 S 中，节点 i 一定在 S 中，只有
2i−1 种可能状态。

S 由全集以某种方式删点得到，最坏情况下，删去 i + 1 ∼ n
的每个节点时都有两种不同决策，结果数是 O(2n−i)。

将限制取 min 并求和，得到时间复杂度 O(2
n
2 )，大约就是

O(1.414n)。
卡满的构造：将节点 i 和节点 n− i + 1 连边。
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能不能再给力一点啊

以上算法几乎遍历了所有独立集，略微修改就可以求最大权
独立集、大小为 k 的独立集个数。接下来要利用最大独立集独有
的性质。

设 u 在 S 的导出子图中度数为 d(u)。递归的时间复杂度
T(x) = T(x− 1) + T(x− d(u)− 1)，d(u) 越大递归就越快。

若 d(u) = 0，则 u 显然属于最大独立集。f(S) = f(S− {u})
+ 1。

若 d(u) = 1，设和 u 相邻的节点为 v，所有最大独立集方案
中 u, v 肯定恰好出现一个，且所有出现 v 的情况换成 u 仍
然合法。所以直接把 u 塞进最大独立集而删除 v 不劣。f(S)
= f(S− {u, v}) + 1。

positive1
图论
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并查集 Tarjan 二分图最大匹配 最小生成树 三元环 差分约束 一般图最大独立集

能不能再给力一点啊

若 d(u) = 2，设和 u 相邻的节点为 v,w，所有最大独立集方
案中 u, v,w 肯定至少出现一个。

如果 v,w 相邻，则所有最大独立集方案中 u, v,w 恰好出现一
个，直接把 u 塞进最大独立集而删除 v,w 不劣。f(S) = f(S−
{u, v,w}) + 1。
否则，如果把 u 塞进最大独立集是劣的，说明最大独立集同
时有 v,w。f(S) = max{f(S− {u, v,w}) + 1, f(S− {u, v,w} −
N(v)− N(w)) + 2}。注意，由于和“局部记忆化”相同的原
因，T(x) ≤ T(x− 3) + T(x− 4)。

否则 d(u) ≥ 3，直接递归，T(x) ≤ T(x− 1) + T(x− 4)。

最后得到了时间复杂度 T(n) = O(1.380n)，多项式空间复杂
度的算法。可以在 max S 足够小的时候用数组（而不是哈希表）
轻松实现记忆化，但复杂度未知。
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能不能再给力一点啊

接下来不要求 u = max S。
若存在 d(u) ≤ 2，沿用上文的分类讨论，T(x) ≤ T(x− 3) +
T(x− 4)。

若存在 d(u) ≥ 4，直接递归，T(x) ≤ T(x− 1) + T(x− 5)。

否则这个图每个节点度数均为 3，任取一个节点删去后，都
剩下 3 个 2 度点。T(x) ≤ T(x− 4) + T(x− 5) + T(x− 4)。

时间复杂度 T(n) = O(1.325n)。
Robson (2001) 讨论了 d(u) ≤ 9 的所有情况，得到了时间复

杂度 O(1.189n) 的算法！
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CF1578K Kingdom of Islands

给定一张 n 个节点的图，每个节点有颜色，节点之间有边当
且仅当颜色不同。给定 k 对节点，它们之间有边当且仅当颜色相
同。求最大团并给出构造。

1 ≤ n ≤ 105，0 ≤ k ≤ 20。
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题解

求最大团就是求补图的最大独立集。
尝试缩小点数。如果两个节点颜色相同，且都没有特殊连

边，则这两个节点是等效的，删去其中一个不会影响答案。如果
一种颜色没有任何节点有特殊连边，则一定可以加进最大团中。

对至多 4k 个节点的导出子图跑最大独立集。O(1.4144k) 和
O(1.3804k) 都可以通过。
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